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Resumo — O objetivo deste trabalho é apresentar um
aperfeicoamento do Modelo de Fronteira Esférica (MFE)
publicado por Avellar, et al (2006, formalmente aceito e
aguardando publicacdo no JORS - Journal of the Operational
Research Society). Exemplos numéricos mostraram que o
MFEap apresentou melhores resultados que o Modelo de
Fronteira Esférica (MFE), tomando-se como referéncia os
resultados de outros modelo de Alocacdo de Custos Fixos
propostos na literatura. Além disso, o MFEap apresentou uma
propriedade de coeréncia desejavel que nao é observada nem no
MFE e nem nos demais modelos de Alocaciao de Custos Fixos da
literatura que foram estudados. Apos a definicio dessa
propriedade de coeréncia, apresenta-se um teorema
demonstrando que, de fato, o MFEap pode assegura-la.
Palavras-chaves — DEA, Modelo de Fronteira Esférica,
alocacao de custo fixo.

L INTRODUCAO

A medida de eficiéncia € uma necessidade na andlise de
qualquer sistema ou processo. Devido a competitividade
entre as entidades em analise ou a falta de recursos, a busca
por processos mais eficientes tornar-se imperativa.

A eficiéncia € um conceito relativo, ou seja, quando se define
a eficiéncia de uma unidade ou processo, esta foi obtida por
comparacdo com uma unidade ou processo tido como 100%
eficiente (referéncia). Diferente da produtividade, que ¢é
caracterizada como uma relacdo entre o que foi produzido e o
que foi gasto [1].

A medida de eficiéncia pode ser obtida por métodos
paramétricos, onde se estabelece uma funcdo, por exemplo,
através de uma regressdo. Esses métodos definem a eficiéncia
em relacdo a média. Outra forma de se calcular a eficiéncia
seria por métodos ndo-paramétricos. Neste dltimo, ndo se
estabelece uma fung@o de producgio e a medida de eficiéncia
é calculada tendo como referéncia a maior de todas as
relagdes.

A eficiéncia de um processo realizado por entidades, onde se
tem apenas uma entrada e uma saida, pode ser facilmente
obtida. Basta calcular as relacGes entre as entradas e saidas de
cada entidade, estabelecer a referéncia (pode ser a maior
relacdo ou a relacdo de uma entidade virtual) e, por
comparacdo, calcular a eficiéncia de cada entidade avaliada.
No entanto, quando se deseja avaliar a eficiéncia de um
processo com mdltiplos parametros de entrada e saida, surge
a dificuldade de se estabelecer quais os parimetros que
devem compor a andlise de eficiéncia e que pesos atribuir
para cada parametro.

Os parimetros (varidveis) que serdo utilizados na andlise de
um processo serdo escolhidos por um especialista, de maneira
que essas varidveis possam ser manipuladas e sejam capazes

de realmente explicar a eficiéncia do processo. No entanto,
existe a dificuldade de se estabelecer os pesos que devem ser
atribuidos a cada varidvel, o que normalmente é feito de
forma subjetiva.

A Andlise Envoltéria de Dados (DEA — Data Envelopment
Analysis) é uma ferramenta da estatistica ndo-paramétrica
que avalia a eficiéncia de unidades tomadoras de decisdo
(DMUs — Decision Making Units), comparando entidades
que realizam tarefas similares e se diferenciam pela
quantidade de recursos (inputs) e de bens (outputs)
envolvidos. A metodologia DEA possibilita, ainda,
estabelecer metas de eficiéncia (benchmarks) para as
entidades consideradas aquém da fronteira de eficiéncia.

O conceito de fronteira de produgdo, que estd relacionado
com o processo fisico no qual os inputs sdo combinados para
gerar outputs, pode ser definido como sendo a maxima
quantidade de outputs que podem ser produzidos a partir de
uma quantidade fixa de inputs, ou ainda, a menor quantidade
de inputs que é necessdria ao processo para se determinar
uma quantidade fixa de outputs.

DEA baseia-se em modelos de programagdo linear para
determinar uma fronteira linear por partes, na qual o modelo
encarrega-se de calcular os pesos dados a cada varidvel, que
sd0 necessdrios para determinar essa fronteira e utilizar
simultaneamente muiltiplos outputs e inputs em um indice de
eficiéncia de cada unidade [2]. Os pesos sdo escolhidos pela
ferramenta DEA de maneira a maximizar a eficiéncia de cada
DMU, sendo que, em principio, a formulagdio DEA permite
total flexibilidade na escolha dos pesos (varidveis de
decis@o), de modo que cada DMU atinja a maior eficiéncia
possivel com base na combinacdo das quantidades
respectivas de inputs e outputs [3].

Enquanto os modelos cldssicos de DEA baseiam-se em
liberdade total de agdo, tanto na utilizagdo de recursos como
na producdio de bens, hd casos em que essa liberdade ndo
existe.

II. MODELO DE FRONTEIRA ESFERICA [4]

A fronteira DEA-CCR formada pelos raios formados pelos
outputs € um input de um problema tem forma cOncava. A
partir desta idéia, pode-se assumir a existéncia de um lugar
geométrico com o formato esférico, de forma a representar a
fronteira concava.

O MFE busca colocar todas as DMU’s na fronteira de
eficiéncia apds a distribui¢do de custo fixo, onde o somatério
dos custos alocados a cada DMU € definido como F.



As varidveis para a formulagdo do MFE, considerando a
situacdo onde se tem s outputs, m inputs € um novo input f; a
ser distribuido entre todas as n DMU’s sdo:

yy; valor do output r (r=1,...,s) paraa DMU j (j = 1,...,n);

x; valor doinputi (i =1,...,m) paraa DMUj (j = 1,...,n);

b, maior valor do output r considerando todas as DMU'’s;

a; maior valor do input i considerando todas as DMU’s;

F custo total a ser distribuido para as DMU’s;

fivalor do custo alocado 2 DMU ;.

Para a situagdo onde se t€m dois outputs e m inputs, 0 modelo
estabelece os eixos de coordenadas, onde o numerador é o
valor do output escalonado (valor do output da DMU j
dividido pelo maior valor do output) e o denominador é a
soma do custo a ser alocado para a DMU j com o somatdrio
dos inputs escalonados.

O eixo das abscissas pode ser definido como:
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O eixo das coordenadas pode ser definido como:
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Considerando-se que y, >0 e x; >0 para todo valor de j e
supondo que @,; (i = 1,2) pertence a circunferéncia de raio R,

centrada na origem (0,0), com R independente de j, define-se:
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Generalizando a distribui¢do para s outputs e m inputs, de
forma a distribuir f; entre todas as DMU’s, obtém-se:
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Conforme apresentado no MFE original, considere um grupo
de DMU’s j (j = 1, 2,...n). Cada DMU possui um input x;; e
dois outputs y;; € y». Suponha que x;; >0, y;; >0 e y,. > 0.
Deseja-se distribuir entre as DMU’s, considerando os seus
inputs e outputs, um custo fixo F, adotado como um novo
input, de forma que todas as DMU’s atinjam 100% de
eficiéncia.

Dado que F corresponde a 100 % do custo a ser distribuido (F
= 1), cada DMU j receberd um percentual do custo a ser
distribuido, representado por p;, tal que:
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Para estabelecer a fronteira esférica, considere uma
coordenada de dois eixos, onde cada eixo representa a razao
do percentual do output r produzido pela DMU j pelo
percentual do input i consumido pela DMU j. Desta forma, a
razdo entre escalares do MFE original € substituida pela razao
de percentuais consumidos e produzidos. Para a situagdo de
dois outputs e um input tém-se:
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Dado que os eixos de coordenadas sdo definidos pela razdo
do percentual dos outputs pelo percentual do input e que a
distribuicdo p; é definida como a distribui¢do percentual de
mais um input, os eixos de coordenadas podem ser
redefinidos como:
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Onde x;;> 0, y;; > 0 e yz;. > 0, para todo j, e supondo que @,

e @, pertencam a uma circunferéncia de raio R, centrada na
origem (0,0), com R independente de j.
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Sabendo-se que o custo total a ser distribuido entre todas as

DMU’s é dado por F:Zn: Pode-se dizer que para

pP; =1
j=1

todas as DMU’s ter-se-a:
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Generalizando o modelo para m inputs, obtém-se:
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Onde m aparece multiplicando p; de forma a manter a
proporcionalidade entre os custos a serem distribuidos e os
inputs das DMU’s. Desta forma, ainda que o nimero de
inputs cresca, o custo distribuido manter-se-4 proporcional.
Generalizando os valores de R e p; para m inputs e s outputs e
para n DMU’s, obtém-se:
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IV. COMPARACAO ENTRE OS MODELOS

A.  Comparagdo entre os modelos da literatura

Com a finalidade de validar o MFEap, o modelo foi
comparado com o MFE e com o Modelo de Alocacdo de
Custos Fixos de Beasley [5]. Os dados numéricos utilizados,
apresentados na tabela I, foram os mesmos empregados em
[4], que por sua vez foram os mesmos empregados em [6].
Apé6s a aplicagdo dos trés modelos aos dados da tabela I,
obteve-se os custos fixos a serem distribuidos para as
DMU’s. O modelo de Beasley e o MFE consideram que
F=100. Logo, os resultados apresentados na tabela II podem
ser interpretados como o percentual do custo total que cada
DMU ira receber.

Comparando-se o MFE e o MFEap com o modelo de
Beasley, o MFE teve uma correlagdo de 95% e o MFEap uma
correlacdo de 98%, ou seja, houve uma melhora quando
comparado com o modelo de Beasley.

TABELA I - informacdes sobre as DMU’s.

DMU|OUTPUT 1{OUTPUT 2[INPUT 1{INPUT 2{INPUT 3
1 67 751 350 39 9
2 73 611 298 26 8
3 75 584 422 31 7
4 70 665 281 16 9
S 75 445 301 16 6
6 83 1070 360 29 17
7 72 457 540 18 10
8 78 590 276 33 S5
9 75 1074 323 25 S5
10 |74 1072 444 64 6
11 |25 350 323 25 5
12 |104 1199 444 64 6

TABELA 1II: resultados dos custos a serem distribuidos.

DMU | Beasley | MFE | MFE ap
1 6,78 7,73 | 6,74
2 7,21 7,76 | 7,79
3 6,83 7,54 | 6,76
4 8,47 7,94 | 8,63
5 7,08 743 | 8,11
6 10,06 10,56 | 10,17
7 5,09 6,50 | 4,37
8 7,74 8,18 | 8,86
9 15,11 10,90 | 14,38
10 10,08 9,93 | 9,61
11 1,58 2,72 | 0,41
12 13,97 12,81 | 14,17

B. Aundlise de sensibilidade dos modelos

Com a finalidade de se avaliar a sensibilidade dos modelos,
foram feitas alteracdes nos inputs e outputs dos dados
apresentados na tabela I. As mudancas foram feitas com o
intuito de se analisar os casos mais agudos.

No primeiro caso, o input 1 da DMU 7 foi incrementado para
1100. Ou seja, o valor inicial, 540, foi praticamente dobrado.
Este dado foi escolhido pois corresponde ao maior valor de
input entre todos os presentes.

TABELA 1III: resultados com o input 1 da DMU 7 alterado.
Beasley | Beasley | MFE MFE MFEap | MFEap

DMU | Dados Input Dados Input Dados Input
padrio | alterado | padrao | alterado | padrdo | alterado

1 6,78 6,76 7,73 7,77 6,74 7,05

2 7,21 7,27 7,76 7,76 7,79 8,05

3 6,83 6,93 7,54 7,66 6,76 7,13

4 8,47 8,47 7,94 7,93 8,63 8,87

5 7,08 7,22 7,43 7,46 8,11 8,38

6 10,06 | 9,94 10,56 | 10,52 10,17 | 10,48

7 5,09 5,24 6,50 6,25 4,37 1,04

8 7,74 7,85 8,18 8,15 8,86 9,10

9 15,11 | 14,90 10,90 | 10,84 14,38 | 14,66

10 10,08 | 9,95 9,93 9,98 9,61 9,99

11 1,58 1,56 2,72 2,91 0,41 0,69

12 13,97 | 13,90 12,81 | 12,77 14,17 | 14,56




Foi calculada, utilizando o software EMS, a eficiéncia das
DMU’s com o novo input, possibilitando checar se os
modelos estdo cumprindo a premissa de que, apds a alocagdo
dos custos fixos, todas as DMU’s ficariam eficientes.

Cabe salientar, que a ldgica para a distribui¢do dos custos
fixos, considerados como um novo input, diz que quanto mais
uma DMU consome, menos ela devera receber do novo input.
Assim como, quanto mais uma determinada DMU produzir,
mais de um novo input deve ser alocado para a referida
DMU.

A partir desta 16gica, pode-se definir a propriedade de
coeréncia na distribui¢do do novo input. Onde, a partir de
uma massa de dados padrdo, ao se incrementar o valor de um
input de uma DMU, o novo input que estd sendo distribuido
para esta DMU sofrera redugdo e os destinados as outras
sofrerdo acréscimos. O raciocinio inverso ¢é vélido quando da
alteragdo do valor de output de uma DMU. Neste caso, a
DMU que teve acréscimo no output receberd mais do novo
input e todas as outras terdo reducao.

O novo input calculado pelo modelo de Beasley fez com que
todas as DMU’s ficassem eficientes, no entanto, o modelo
apresentou um comportamento surpreendente, pois alocou
mais recurso para a DMU que recebeu mais input. Isso pode
ser observado na tabela III. Outra caracteristica foi a
redistribui¢cdo dos custos para as outras DMU’s de forma ndo
coerente. Isto €, algumas tiveram incremento outras
decréscimo nos custos alocados, apesar de apenas uma ter o
seu valor de input alterado.

O MFE reduziu o custo alocado 8 DMU que teve o seu input
incrementado. No entanto, esta reducdo foi pequena (3,8%)
frente ao incremento de 100% no input. A redistribuicdo dos
custos para as outras DMU’s também ndo foi coerente,
conforme tabela III. O modelo deixou todas as DMU’s
eficientes.

O MFEap reduziu em 76% o custo destinado & DMU, que
teve o input incrementado em mais de 100%, e redistribuiu de
forma coerente o custo para as outras DMU’s. Também,
todas as DMU'’s ficaram eficientes ap6s a distribuiggo.

O MFE e o MFEap apresentaram a mesma correlagdo em
relagdo ao modelo do Beasley (94%).

De forma a verificar a sensibilidade dos modelos quando da
variagdo de um output, foi escolhido o output 2 da DMU 12,
por este ser o maior de todos os outputs. O valor original de
1199 foi incrementado para 2000, pois valores maiores que
este iriam causar uma distribui¢do negativa do custo para a
DMU 11 pelo modelo MFEap.

TABELA 1V: distribui¢do com output 2 da DMU 12 alterado.

Beasley | Beasley | MFE MFE MFEap | MFEap
pMU | Dados Output Dados Output Dados Output
padrio | alterado | padrao | alterado | padrao | alterado
1 6,78 6,23 7,73 7,32 6,74 5,94
2 7,21 6,79 7,76 7,92 7,79 7,21
3 6,83 6,62 7,54 7,82 6,76 6,22
4 8,47 7,59 7,94 7,87 8,63 7,96
5 7,08 6,88 7,43 8,06 8,11 7,75
6 10,06 8,58 10,56 9,61 10,17 8,97
7 5,09 5,03 6,50 7,03 4,37 3,98
8 7,74 7,52 8,18 8,52 8,86 8,32
9 15,11 13,01 10,90 9,70 14,38 13,13
10 10,08 9,11 9,93 8,70 9,61 8,36
11 1,58 1,50 2,72 2,35 0,41 0,01
12 13,97 21,14 12,81 15,10 14,17 22,15

O modelo de Beasley aumentou de forma correta o custo a
ser alocado a DMU 12, dado que a mesma apresentou
incremento no seu valor de output 2. O custo alocado
aumentou em 51%, frente um acréscimo de 66% do output.
No entanto, a redistribuicdo ndo foi coerente em relagio as
outras DMU’s e todas ficaram eficientes.

O MFE reagiu coerentemente, alocando mais 18% ao custo
distribuido para a DMU 12, apesar do incremento do output 2
ter sido de 66%. A distribuicdo para as outras DMU’s ocorreu
de forma ndo coerente e todas as DMU’s ficaram eficientes.
O MFEap deixou todas as DMU’s eficientes e aumentou o
custo a ser alocado para a DMU 12 em 56%, frente ao
incremento de 66% do output 2. Todos os custos alocados
para as outras DMU’s sofreram decréscimo, demonstrando
coeréncia na redistribuicdo.

Em relacdo ao modelo de Beasley, o MFE teve 95% de
correlagdo e o MFEap 99%.

V. OBSERVACOES FINAIS

O MFEap apresentou bons resultados quando comparado
com o modelo de Beasley e melhores que o MFE. A presente
formulagdo mostrou  maior coeréncia quando da
redistribui¢do do custo fixo quando se tem o valor de um
input ou output alterado.

Foi possivel determinar o valor limite de incremento de um
input, de forma que ndo houvesse uma distribuicdo negativa
do custo fixo para as DMU’s. O comportamento do modelo
quando da alteracdo dos outputs também foi analisado, no
entanto, esses estudos ndo foram apresentados neste artigo.

A metodologia DEA € uma das ferramentas mais atuais para
célculo de eficiéncias. O MFE e o MFEap utilizam o conceito
da fronteira de eficiéncia para realizar a distribui¢do de um
novo input, adotando para isso um fronteira esférica,
escolhida por conveniéncia.

O estudo sobre modelos deste tipo possibilitard que o
Comando da Aerondutica realize de forma justa e otimizada a
distribui¢do de recursos para as suas diversas unidade.

Eric Cézzane Cdlen Guedes, colen@ita.br, Armando Z. Milioni, milioni @
ita.br,
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