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Resumo — O objetivo deste trabalho é mostrar algoritmos
computacionais Monte Carlo para ilustrar conceitos basicos da
amostragem por importancia. O trabalho mostra alguns
conceitos teoricos necessarios que, em seguida, sdo aplicados em
casos exemplos relacionados a probabilidade de acerto em alvos.
Sao resolvidos problemas com amostragem de distribuices
normais bivariadas, com ou sem correlacdo. Os programas de
demonstracio sdo comentados para ilustrar as aplicacdes. Os
resultados obtidos evidenciam a eficacia da técnica para reducio
da variancia, que pode indicar reducdes significantes no tempo
computacional.

Palavras-chaves — Métodos Monte Carlo; Amostragem por
Importancia; Redu¢io da Variancia; Erro Circular Provavel.

I. INTRODUCAO

A necessidade de reduzir os tempos de processamento em
célculos Monte Carlo foi discutida, em 1949, por H. Khan [2]
e J. von Neumann [3], entre outros. A amostragem por
importancia, desde entdo, tem sido bastante utilizada [4, 5].

O propdsito deste trabalho € mostrar a utilizacdo desta
técnica na solugdo de problemas de cilculo de probabilidade
de acerto em alvos, que surgem em aplicagdes de Erro
Circular Provavel (Circular Error Probable, CEP).

A Secdo II mostra alguns fundamentos matemdticos bdsicos
da amostragem por importancia. A Secdo III mostra o célculo
do CEP por Monte Carlo e a Se¢do IV mostra exemplos do
cdlculo da probabilidade de acerto utilizando uma
distribuicdo gaussiana  bivariada com e sem matriz de
covariancia.

II. AMOSTRAGEM POR IMPORTANCIA

A amostragem por importancia consiste em forcar a selecdo
de um maior niimero de amostras nas partes mais importantes
do problema (eventos que mais contribuem para os
pardmetros a serem inferidos). Esta distor¢cio se faz
introduzindo uma nova funcdo distribuicio e os valores
devem ser corrigidos por um fator peso para ndo alterar os
resultados esperados.

Uma maneira simplificada para explicar a amostragem por
importancia € através do conceito de integracdo via Monte
Carlo [1]. No entanto, para ilustrar o principio da amostragem
por importancia considere a integral.
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D= j F(x)dx (1)
O procedimento consiste em introduzir uma funcdo
importancia i(x) da seguinte maneira:
j F(x)i(x)dx .
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Onde f(x)/g(x) é o peso de correcio. E necessério

calcular também o fator de normaliza¢do, J, da nova fungao
distribuicao.

J= j F(x)i(x)dx 5)
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O peso de correcdo pode ser escrito como
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O programa na Tabela 1, escrito em Scilab [6], mostra uma
amostragem por importancia utilizando uma funcéo discreta.
O programa ilustrado pode representar, por exemplo, 10
pelotdes com 50 soldados, onde os pelotdes 4 e 7 t€ém mais
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capacitacdo. Para simular uma batalha € mais efetivo



acompanhar mais intensivamente o desempenho desses dois
pelotdes, porque eles sdo determinantes para a vitéria. No
entanto, a participag@o dos outros pelotdes também deverd ser
considerada na simulagdo, pois eles também contribuem para
o resultado da batalha.

A Fig. 1 ilustra o resultado de duas amostragens feitas com o
programa na Tabela 1. A amostragem sem importancia e
outra com os dois pelotdes com importancias maiores. Pode-
se notar que os valores concentram-se nos pelotdes de maior
importancia. No entanto, as médias (fbar) das duas
amostragens continuam iguais a 50. Em ambos os casos,
todos os pelotdes sao igualmente utilizados.

O ganho na amostragem por importancia serd visto quando o
tempo gasto em cada soldado mostrar a importancia dos
pelotdes mais capacitados.
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Fig. 1. Gréfico de amostragem por importancia de uma distribui¢io

uniforme.

TABELA 1. PROGRAMA DE AMOSTRAGEM POR IMPORTANCIA DE UMA
DISTRIBUICAO UNIFORME UTILIZANDO FUNCOES DISCRETAS.

//PROGRAMA COMENTARIOS
rand('seed’,0) Garante a mesma seqiiéncia aleatoria.
nhist = 10000; Niimero total de historias

counter = zeros(1,10);
xinter =[1:1:10];
f=1[50,50,50,50,50,50,
50,50,50,50];
I = sum(f); f=f/ff;
i=/[1,11411231.11];
ii = sum(i); i =i/1ii;
J =sum(f.*i); J;
forn=1:10
Jxi(1,n) = fin) *i(n);
peso(l,n) =J/i(n);

end
nfdp = fxi/ J;
forn=1:10

nfdc(1,n) = sum(nfdp(1:n));

end
for m = I:nhist
rn = rand();
forn=1:10
if nfdc(n)>rn then
break end end
ax(1,m) = f(n)*peso(n);

counter(n) = counter(n)+1;

end
counter=counter/nhist*ff
tcount=sum(counter)

Jfbar = ff*sum(ax(1:nhist)/nhist);

Contador e eixo para o grdfico
Distribui¢do original

fdp original

Distribui¢do da fungdo importancia

i tem que ser diferente de zero
Fator de normalizagdo

Criagdo da fungdo peso para
corre¢do

Nova distribuigdo fdp

Nova distribuigdo fdc

Inicio do loop de amostragem

Encontrando o intervalo da amostra
Corrigindo o valor amostrado

Fim do loop de amostragem
Frequéncia de eventos da nova fdp

Média da distribui¢do f

III. CALcULO DO ERRO CIRCULAR PROVAVEL (CEP)

Cada tipo de bomba, missil ou ogiva tem associado um valor
de CEP, que ¢ definido como o raio de uma drea que tem
probabilidade de 50% de ser atingida. O célculo do CEP nao
requer amostragem por importdncia, porque se estd
interessado na regido de maior densidade da distribuicdo.
Portanto, sao utilizadas fun¢des padrdes de geracdo de pares
(x,y) de acordo com a distribui¢do normal uni- ou bivariada
com ou sem correlacdo [7]. Os pares gerados sdo analisados
para aferi¢do da distancia em que 50% deles estdo do centro
(0,0). Para o caso da distribui¢do normal N(0,1) os resultados
analiticos para o CEP e para o desvio padrio sdo,
respectivamente, 1,18 e 1,41. Neste exemplo, o cdlculo do
valor do CEP ¢ feito via integracdo Monte Carlo e as
distribuicdes os eixos X e Y s3o independentes, sem
covariancia e ndo correlacionadas. A Tabela 2 mostra o
programa Monte Carlo para o cdlculo do CEP.

TABELA 2. PROGRAMA MONTE CARLO PARA CALCULO DO CEP.

//PROGRAMA COMENTARIOS

nb=100,nh=1000, nb conjuntos de nh amostras
s1=0;52=0; Contadores de médias e desvios padrées
Av=0.0;5d=1.0; // N(0,1) Modificar o programa p/ outros valores.
forj=1:nb Lago de conjuntos

nh valores de x
nh valores de y

x=grand(1,nh,'nor',Av,Sd);
y=grand(l,nh,'nor',Av,S8d);

for k=1:nh Lago de amostragem
r(k)=sqri(x(k)"2+y(k)"2); Distdncias do ponto (0,0)

end

rsort=gsort(r,'g",'i'); Valores de r em ordem crescente
j50=nh/2; Indice da amostra central (50%)

Distancia da amostra central (50%)
Para cdlculo da varidncia

sl=sl+rsort(j50);
s2=s2+rsort(j50)"2;
end
cepm=s1/nb CEP
sp2=(s2-s1"2/nh)/(nh-1); Varidncia da amostragem
scepm=sqri(sp2/nh) Desvio padrdo da média
Nlcepm = 1.1769448 Resultados obtidos apds a rodada
//scepm = 0.0111745

IV. CALCULO DA PROBABILIDADE DE ACERTO EM ALVO FORA
DO PONTO (0,0).

A.  Sem Amostragem por Importdncia

O procedimento consiste simplesmente da amostragem de
duas distribui¢des normais N(0,1) e em seguida o par (x,y)
amostrado € verificado se estd dentro do circulo do alvo.

A Fig. 2 mostra o problema resolvido sem amostragem por
importancia. O circulo central representa o CEP calculado
pelo programa mostrado na Tabela 2. O alvo estd
representado no canto superior direito da figura.

Amostras fora da regido do alvo podem ser utilizadas para
estimativa de danos colaterais.

B. Com Amostragem por Importdncia

A regido x > 2 e y > 2 contém o alvo e, portanto, a estatistica
desta regido poderd ser aumentada utilizando a amostragem
por importancia. Para isto esta regido € escolhida para
compor uma fun¢do importancia onde aregidlox < 2ey < 2
tenha uma importancia menor. Esta funcdo é calculada a
partir dos valores de drea da distribuicdo normal para estes
valores de x e de y. Os programas mostrados nas tabelas



podem ser utilizados sozinhos ou colocados em um sé
arquivo. No Apéndice o leitor pode ver a concatenagao.

A Figura 3 revela que a amostragem por importincia
aumenta significantemente a estatistica na regiao do alvo.

TABELA 3. PROBABILIDADE DE ACERTAR ALVO NA POSICAO (X=2,5E
Y=2,5). SEM AMOSTRAGEM POR IMPORTANCIA

//PROGRAMA

COMENTARIOS

§3=0,54=0;na=10e5;timer();
xc=2.5;yc=2.5;raio=0.2;
x=grand(1,na,'nor',Av,Sd);
y=grand(l,na,'nor',Av,S8d);
forj=I1:na
cir=(x(j)-xc)"2+(y(j)-yc)\2;
if cir < raio then
s3=s3+1;5s4=1"2;end
end
prob_area=s3/na
sp2=(s4-s3"2/na)/(na-1)/na
sprob_area=sqri(sp2)
sprob_areaB=sqrt(sp2B/na)
tt=timer(),foml=1/(sp2*tt)

Contagem de tempo
Alvo em (x=2,5 e y=2,5)er=0.2
na amostras (x,y)

Verifica se acertou o alvo
Acertou

Probabilidade de acerto
Desvio padrdo da média
Cdlculo da eficiéncia computacional

Fig. 2. Amostras sem amostragem por importancia. Sem correlagio.

Fig. 3. Amostras com amostragem por importincia. Sem correlacao.

A Fig. 4 e a Fig. 5 mostram o caso de correlagio entre x e y.
Nesse caso, x € y ndo independentes e o procedimento &
transformar uma distribui¢do bivariada sem correlacdo em
uma distribuicdo bivariada com as varidveis correlacionadas.
E importante notar que, para cada problema, o algoritmo da
amostragem deve ser construido e verificado.

No caso da amostragem correlacionada, a regido escolhida foi
x>=2,0. A ordenada y foi calculada segundo [7], pdginas
150-151. O programa para o caso ndo correlacionado
encontra-se em [1]. No entanto, neste trabalho foi constatado
um erro tedrico em [1], que mesmo ndo comprometendo os
resultados, mostrou aumentos de eficiéncia (FOM) muito
acima das encontradas apds a introducao da correcdo tedrica.
O programa para o caso com correlacdo estd no Apéndice e
pode ser usado também para o caso sem correlagcdo, bastando
zerar as covariancias para a chamada da funcao.

TABELA 4. PROBABILIDADE DE ACERTO AO ALVO EM (X=2,5 E Y=2.5).
RAIO DO ALVO=0,2. SEM CORRELACAO

xylim Fungao Prob. £ Desvio FOM** Niimero de
Importancia Padrdo amostras

- Nio tem. 0.000246 + 1 10E06
0.0000157

2 (1,10)* 0.0002672 + 3 10E05
0.0000164

2 (1,100) 0.0002429 + 11 10E05
0.0000050

2 (1,1000) 0.0002122 + 21 10E05
0.0000016

* Indice 2 para a regido do alvo
** Normalizada

TABELA 5. PROBABILIDADE DE ACERTO AO ALVO EM (X=2,5; Y=2,5).
RAIO DO ALVO=0,1. COEFICIENTE DE CORRELACAO = 0,9.

xylim Fungado Prob. £ Desvio FOM** Niimero de
Importancia Padrao amostras
- Nio tem. 0.00416+ 1 10E05
0.0002035
2 (1,10)* 0.0040555+ 1,6 10E04
0.0002172
2 (1,100) 0.0040543+ 2,6 10E04
0.0001094
2 (1,1000) 0.0037170+ 34 10E04
0.0000840
* Indice 2 para a regido do alvo
** Normalizada
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Fig. 4. Amostras sem amostragem por importancia. Correla¢do =0,9.



Fig. 5. Amostras com amostragem por importancia. Correlag¢do =0,9.

Outro exemplo de interesse € a amostragem em geometria
XY que pode ser associada com a andlise de imagens. O
programa encontra-se no final do Apéndice.
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Fig. 6. Amostragem uniforme em um quadrado unitdrio.

0.0+ RN :
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Fig. 7. Amostragem uniforme em um quadrado unitdrio com amostragem por
importancia.

CONCLUSOES

Os resultados obtidos mostraram que o emprego desta
técnica pode reduzir consideravelmente o tempo
computacional. No entanto, esta condicdo € dependente da
experiéncia e conhecimento do usudrio sobre o problema a
ser solucionado. Neste ponto vale lembrar que a amostragem
por importincia € utilizada em problemas em que sdo os
eventos raros [8] que definem a sua solugdo. Por exemplo,
andlise de risco, apdlice de seguro, transporte de radiacdo,
etc. Portanto, € importante garantir que ndo haja sub-
amostragem e nem distor¢des causadas por funcdes
importancia muito pesadas.

No caso do célculo da probabilidade de acerto, basta calcular
o fator peso e fazer amostragem somente na regido mais
importante. No entanto, a estimativa de dano colateral
poderia ser de interesse e, nesse caso, seria utilizado o
procedimento ilustrado nesse trabalho.

A evolugdo dos computadores permitiu a utilizagdo
extensiva de Métodos Monte Carlo e, ao mesmo tempo,
dispensou a utilizacdo de técnicas de redugdo da variancia.
Virios problemas ficaram ao alcance de solugdes sem
necessidade de técnicas sofisticadas. No entanto, a cada dia
surgem problemas mais complexos exigindo solucdes mais
detalhadas e mais realisticas. Como por exemplo: andlise de
imagens, andlise de cadeias de DNA, inferéncias sobre o
aquecimento global, andlise do fluxo de informagdes, estudos
sobre custo de vida e niveis de consumo, simulacdes de
mercado global, interpretacdo de sinais de sensores, etc. Um
problema otimizado com a aplicacdo de amostragem por
importancia, com FOM relativa igual a 30 e que leva um dia
de tempo computacional, levard um més para obtencdo da
solu¢do do problema original com FOM relativa igual a 1.
Por esta razdo os problemas mencionados acima podem
exigir supercomputadores e/ou a paralelizacdo de um grande
nuimero de CPUs.

Outro aspecto importante da amostragem por importancia €
que embora elas tenham sido aplicadas extensamente na
literatura e estejam disponiveis em vdarios programas Monte
Carlo, a implantagdo dos algoritmos de amostragem pode nao
ser trivial, ou levar o usudrio a solucdes errOneas. Para a
obtencdo de grande economia computacional € necessirio
que o usudrio tenha dominio da técnica e ndo utilize estes
programas apenas como ‘“‘caixas-pretas”.

APENDICE
Programa de amostragem correlacionada.

//Este programa usa xylim em x e y e pode ro <>0.0
clear
//nicio
nb=10,nh=10000,//grand('setsd',0)
s1=0;52=0;53=0,54=0;55=0,;56=0,r0=0.90
Av=[00]";8d=[1 ro; ro 1];xylim=2.0
//CEP Circular Error Probable
for j=1:nb
x=grand(nh, mn',Av,Sd);
fork=1:nh
r(k)=sqrt(x(1,k)*2+x(2,k)"2);
end
rsort=gsort(r,'g",'i');
j50=nh/2;



sl=sl+rsort(j50);
s2=s2+rsort(jS0)2;
end
cepm=sl/nb
sp2=(s2-s1"2/nh)/(nh-1);
scepm=sqrt(sp2/nh)
timer();//grand('setsd’,0)
//Prob. para alvo em (2.5,2.5,raio=0.1)
//Sem amostragem por importdncia
na=nh;xc=2.5;yc=2.5;raio=0.1;
nc=nb*nh;
xs=grand(nc,' mn',Av,5d);
forj=I1:nc
cir=(xs(1,j)-xc)"2+(xs(2,j)-yc)'2;
if cir < raio then
s3=s3+1;s4=s3;end
end
prob_area=s3/nc
sp2=(s4-s3"2/nc)/(nc-1)/nc;
sprob_area=sqrt(sp2)
tt=timer(),foml=1/(sp2*tt)
//Com amostragem por importdncia em
//x>xylim e y>xylim Q=probalidade associada
s3=0;
x=grand(na, mn',Av,Sd);

forj=I1:na
if x(1,j) >= xylim then

s3=s3+1; end
end
0=s3/na,P=1-Q; s3=0;
f=[P,Q]
Jf = sum(f); f = f/ff;
i=[1,100]
ii = sumf(i); i =i/ ii;
J = sum(f.*i);
forn=1:2

fxi(1,n) = f(n)*i(n);
peso(l,n) =J/i(n)
end
nfdp = fxi/J;
forn=1:2
nfdc(1,n) = sum(nfdp(1:n));
end
tt=timer()
//sampling
form = I:nh
forn=1:2
if nfdc(n) >= rand() then break end
end
if n==2 then
[P,Q]=cdfnor("PQ",xylim,0,1);
Pr=P+(1-P)*grand(1,1,'def'); Qr=1-Pr;
xi(m)=cdfnor("X",0,1,Pr,Qr);
yyy=grand(l,1,'nor',0,1);
yi(m)=ro*xi(m)+sqrt(1-ro"2)*yyy;
ciro=(xi(m)-xc)"2+(yi(m)-yc)"2;
if ciro <= raio then
s5 = s5 + peso(n);
s6 = 56 + (peso(n))"2; end
else
Pr=grand(1,1,'def"); Qr=1-Pr;
xt=cdfnor("X",0,1,Pr,Qr);
yt=grand(1,1, 'nor',0,1);

yt=ro*xt+sqrt(1-ro"2)*yt;

if xt >= xylim then continue end
xi(m)=xt;yi(m)=yt;

end

end

prob_area_imp=s5/nh
sp2=(s6-s5"2/nh)/(nh-1)/nh;
sprob_area_imp=sqrt(sp2)
tt=timer(),fom2=1/(sp2*tt)

fomnor=fom2/foml

set("current_figure",1)
xx=x(1,:);yy=x(2,:);xset("color",5)
xx(1)=-6,yy(1)=-6;

plot2d(xx,yy,-0,'061"," " rect=[-5,-5,5,5]);
cir=xarc(2.4,2.6,0.2,0.2,0,360%64)
cir=xarc(-cepm,cepm,2*cepm,2*cepm,0,360%64)
set("current_figure",2)

xi(1)=-6,yi(1)=-6;

plot2d(xi,yi,-0,'061"," ', rect=[-5,-5,5,5],frameflag=0);
xset("color",5)
cir=xarc(2.4,2.6,0.2,0.2,0,360%64)
cir=xarc(-cepm,cepm,2*cepm,2*cepm,0,360%64)

Programa de amostragem no quadrado unitdrio.

dx=0.05,xc=0.625;yc=0.125;raio=0.01
[yinf,xinf]=meshgrid(0:dx: 1-dx,0:dx: 1-dx);
nh=10000,,;nt=(1/dx)"2
x=grand(1,nh,'def"); y=grand(1,nh,'def’);
//Amostragem por importdncia em
f=ones(1,nt); i=f;i(53)=100;ff = sum(f); f = f/[f;
it =sum(i); i =i/ii;J = sum(f.*i); J;
forn = I:nt

fxi(l,n) = fin) *i(n); peso(l,n)=J/i(n); end
nfdp = fxi/ J; forn = I:nt

nfdc(1,n) = sum(nfdp(1:n)),;end

form = I:nh

rn=grand(1,1,'def’);

forn = I:nt
if nfdc(n) > rn then break end
end

xi(m)=xinf(n)+dx*grand(1, 1, 'def");

yi(m)=yinf(n)+dx*grand(1, 1, 'def’);
end
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