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Resumo — Cada vez mais é imprescindivel inserir modelos nao-
lineares a aplicacdes afim de se obter resultados mais precisos e
confiaveis. A medida que a necesidade de processamento em
tempo real e armazenamento aumentam, os sistemas devem se
adaptar rapidamente as novas caracteristica do sinal. Este
artigo apresenta uma revisio dos métodos de extimacio
tradicionais, filtro de Kalman e FKE (Filtro de Kalman
Extendido), e as variacoes dos filtros de particulas, SIS
(Sequential Importance Sampling) e SIR (Sampling Importance
Resampling), ao final, compara o desempenho dos filtros FKE e
SIR aplicados a um sistema nao-linear com estatisticas
gaussianas.

Palavras-chaves — Estimacdo bayesiana, filtro de particulas,
métodos de Monte Carlo.

1. INTRODUCAO

Muitos campos da ciéncia requerem a estimagdo de estado
de sistemas dindmicos, sem divida, o modelo de espago de
estado € o mais empregado, este artigo trata deste modelo em
tempo discreto. A modelagem de espago de estado concentra-
se no vetor de estados, este, por sua vez, comtém todas as
informacdes relevantes para descrever o sistema desejado, no
entanto, somente o vetor de estado ndo € suficiente para
realizar-se uma boa estimacgdo, entdo surgue a figura o vetor
de observacdo, que geralmente tem uma dimensao menor do
que a do vetor de estados, porque nem todos os parametros
do vetor de estados sdo observaveis, contudo, dele sdo tiradas
as informacgdes reais que podem ser medidas através dos
sensores. Por exemplo, um foguete é lancado, e deseja-se
determinar com precis@o a sua trajetdria, para tal é necessario
o conhecimento das caracteristicas cinemdticas do foguete. O
vetor de estado € o mais indicado para conter tais
informacdes, no entanto, para uma boa estimacdo da sua
trajetéria, devem entrar em cena sensores capazes de atuar
como vetores de observagdo, tais como, um sistema Radar ou
um telémetro a Laser.

Portanto, afim de analisar e fazer inferéncias sobre sistemas
dindmicos sdo necessdrios no minimo dois modelos,
primeiramente, um modelo que descreve a evolucdo do
sistema alongo do tempo, segundo, um modelo relacionado
com a medida do estado.

Para este artigo assume-se conhecer todos os modelos
probabilistico associados a dindmica do sistema, esta
formulacdo é fundamental na abordagem bayesiana, na qual
se baseiam o filtro de Kalman e de particulas alvos desse
trabalho.
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A formul¢do inicial do problema de estimacdo serd
apresentada na primeira sec¢do, e nas se¢des subseqiientes, os
filtros de Kalman e FKE, bem como, os filtros de particulas
SIS e SIR, e por fim, a comparacdo enter os filtros FKE e SIR
empregando um sistema nio-linear de estatisticas gaussianas.

II. FORMULACAO DO PROBLEMA

Para se definir o problema de rastreamento ndo-linear [2],
deve-se considerar a evolu¢do da seqiiéncia de estados

{x., ke N}, tal que
X = S (s vie) (H

onde f, ::R™ xR™ — R™ é fungdo do estado anterior x,_,, a
fungdo f; pode ser ndo-linear, {v, ,, ke N} é um processo
ruidoso iid (independent indentically distributed), n, e n, sdo
as dimensdes dos vetores de estado e do processo ruidoso,
respectivamente, e N representa o conjunto dos nimeros
naturais. O objetivo do rastreamento € estimar o estado x,
através do modelo de observacao dado por

Ve =h(x,,m) 2)

onde y, ::R™ xR™ — R™ pode ser uma fun¢do nao-linear,
{n,, k €N} ¢ uma seqiiéncia iid, n, e n, sdo as dimensdes dos
vetores de observacdo e do ruido, repectivamente. Para se
realizar uma melhor estimacdo de x , a abordagem

bayesiana procura estimar recursivamente x, , baseando-se no

medidas  y,, ={y., Y, ¥}

conjunto de todas as

disponiveis até o instante k.
III. METODOS OTIMOS

O filtro de Kalman ¢é um algoritmo que calcula
recursivamente as varidveis de estado de um sistema
representado por equacdes de estado lineares [3]. Ele
apresenta condi¢des especiais de aplicacdo, por exemplo, o
sistema tem de ser perturbado por ruidos brancos e
gaussianos, de forma que os estados possam ser tratados
como varidveis aleatérias gaussianas. Devido a essas
restricdes algumas relacdes devem ser estabelecidas para o
emprego do filtro de Kalman, sao elas:

« v, € n_ tém densidades de probabilidade gaussianas iid

k-1
com parametros conhecidos (média e covariancia);



fi(x,_;,v,_,;) € conhecida e linear de pardmetros x

k-1 €

Vi s

« h.(x.,n) €élinear com parametros x, € n, ;
Desta forma, pode-se escrever o conjunto de equagdes, que
sintetizam o estimador, usando as condi¢des citadas acima
mais (1) e (2), como

X =Fx_ +v, 3)
Ve =H,x, +n 4

onde F, e H, sdo matrizes conhecidas, definindo as fungdes
k-1 € Rk ’
respectivamente. Com o propdsito de se determinar a solucao
MMSE (Minimum Mean Square Estimation), pode-se

considerar as médias de v, e n, nulas, entdo constréi-se um

lineares, v,, e n,_ tém covaridncias iguais a Q,

algoritmo para o célculo recursivo de %, (E{x./y.,})
dividido em passo de predi¢do e atualizacdo [3].
O passo de predic¢do consiste em calcular %, , e B, . a

partir de fck_,/k_, e By pelas expressoes

)Ack/k 1 =F)Ack “1/k-1 (5)
1 =0 +FP_y F . (6)

Para o passo de atualizacdo deseja-se determinar %, e
P, , a partir de %, , e B, ,, processando a observacdo

atual y, ;

)Ack/k = )Ack/k—l +K,(y,—H )Ack/k—l) @)
Pk/k =Pk/k —K HkPk/k 1 (8)
onde K, € conhecido como ganho de Kalman, e pode ser
calculado por

H(H.P, H +R)". )

kL k/k-1

Kk k/k 1
Para inicializar este algoritmo a média e a covariancia de x,

devem ser conhecidas, além de todas as fun¢des densidade de
probabilidade serem gaussianas.

III. METODOS SUBOTIMOS

Neste topico serdo apresentados os dois principais métodos
hoje empregados na estimacdo ndo-linear, cuja comparagio
530 o objeto deste artigo, sdo os seguintes:

a) filtro de Kalman extendido (FKE);
b) filtro de particulas (SIS e SIR).

A. Filtro de Kalman Extendido (EKF)

Caso f, e h,, em (1) e (2), sejam funcdes ndo-lineares, uma
linearizacdo local das equacdes pode ser suficiente para
descrever totalmente a ndo-linearidade. O filtro extendido de
Kalman baseia-se na aproximacdo de primeira ordem das

fungdes f, e h,, de maneira que, os passos de predi¢do e
atualizacgdo sdo dados por

)Ack/k—l =k ()Ack-l/k-l) (10)

L =0 T E Py F (1)

)Ack/k = xk/k—l +K, [y, —h (xk/k_l )l (12)

By=Fu.—K HkP;c/k | (13)

onde

ro_ afk (x)

. ax /‘:i'kfl/k 1 (14)
A Oh, (x)

= 1
‘ ax /‘:ik/kl ( 5)
K, =Pk/k—|I:IkT(I:IkPk/k—|I:IkT+Rk)_I (16)

No entanto, deve-se ficar claro que para se aplicar o FKE as
fun¢des densidades de probabilidade devem ser gaussianas,
inclusive as pdf condicionais, se nao o filtro FKE nao obtera
bons resultados.

B. Filtro de Particulas

O algoritmo SIS (Sequential Importance Sampling) é um
método MC (Monte Carlo) que forma a base para a maioria
dos filtros MC, aquele é uma técnica para implementacdo de
um filtro bayesiano recursivo através de simula¢ées MC [1]-
[4]. A idéia principal é representar a pdf (probability density
function) a posteriori requerida por um conjunto de amostras
aleatérias com os seus respectivos pesos associados, e
calcular as estimativas baseadas nessas amostras e pesos.
Quando o nimero de amostra torna-se muito grande, esta
caracterizacdo MC torna-se uma representacdo equivalente da
pdf a posterori desejada, entdo o filtro SIS aproxima-se da
estimativa 6tima bayesiana [1]-[7].

. A

Afim de descrever o algoritmo, definem-se {x(’}k, w;}_ |
: i

como medidas aleatérias que caracterizam a pdf a posteriori

(X, /y14) » onde {x("):k,i = O,...,NS} ¢ um conjunto de pontos

com pesos associados {w,i,izO,...,Ns}, sendo aquele o
conjunto de todos os estados associados até o tempo k. Os
pesos sdao normalizados tal que Ziw;; =1. Entdo, a funcdo

densidade a posteriori em k pode ser aproximada como

N, _
P(Xoy /ylzk) ~ Zw;cd(x&k —Xox) - A7)
=

Desta forma, tem-se uma aproximacao discreta para a pdf de
acordo com cada peso, onde os pesos sao escolhidos através
do principio da amostragem por importdncia [4]. Suponha
que p(x)oc (x) € uma densidade de probabilidade da qual é
dificil obter-se amostras, mas que para z(x) isto pode ser

feito sem  maiores problemas, entdo amostra-se

X~ q(x),i=1,...,N, da fun¢do ¢(x), chamada de densidade



de importancia., e em seguida, aproxima-se a densidade de
probabilidade p(x) por

P =Y W) (18)

onde

i o ”(xi)

g(x")

19)

é o peso normalizado da i-ésima particula.

Portanto, se as amostras x,, forem retiradas de uma
desnsidade de importancia g(x,,/y,,). entdo os pesos em
(17) sdo definidos por (19), tornando-se

Wi o P (X /lek)

. . 20)
q(xo, /lek) ¢

Para o caso sequencial, a cada iteracdo, poderia ter amostras
constituindo uma aproximagdo de p(x,, ,/y..,) € querer

aproximar p(x,,/y,) com um conjunto de amostras. Se a

densidade de importancia € escolhida de forma fatorada como
se segue

q(‘XO:k/yI:k) =q(x /x0:k—l > Yik )q(‘XO:k—I/yI:k—I) 2n

entdo pode-se amostrar x;, ~q(x,,/y,) por adi¢io de
amostras existentes xy, | ~ q(x,,_,/¥,_,) com o novo estado
X, ~q(x, [Xo > ¥). Para derivar o peso da equagdo
atualizada, deve-se escrever p(x,/y,) em funcio de
PXoi i/ Yua) s PO /X)) € p(x,/x,_,) como segue

e /y )=p(yk/xk)p(xk/‘xk—l)
0:k 1:k p(yk/yljk_l)

< p(y; /‘xk )p(x, /‘xk—l )p(xO:k—l/yI:k—l ).

X (X /ylzk—l )
(22)

Por substitui¢ao de (21) e (22) em (20), a equagdo do peso
atualizado pode entdo ser mostrada como

Wi o p(yk/xli )p(xli /x;—l)p(x(g:k—l/ylzk—l)
‘ q(x; /‘x(l):k—l s Y (X /ylzk—l)
- p(yk/‘xli)p(‘x;c/‘x;c—l)
= k-1 i/ i .
q(x, /x0:k—l s Vi)

(23)

Para o caso q(x,, /Xy, V) =q(x./x,_,,y,) a densidade
de importancia torna-se dependente apenas de x,_, e y, . Este
modo em particular € 1itil quando a estimativa de p(x, / Vi) €
requerida a cada passo. Assumindo este cendrio, somente x;
precisa ser armazenada, conseqiientemente, a trajetoria x),

pode ser descartada e o histérico das
Yii_ também. O peso modificado torna-se

observagdes

Py /X)) p(x /X))

W =W (24)
VRS
e a pdf a posteriori p(x, / Vi) € dada por
N‘ . .
PO /Y0 zZ‘,"";<5(xl< —-X) (25)
i=1

onde os pesos sdo definidos em (24). Pode-se mostrar que
quando N — oo, a aproximagdo (25) tende para a verdadeira

densidade a posteriori p(x, /y,,) [6].
Uma desvantagem do filtro SIS € que a variancia dos pesos
de importancia {w;} cresce a medida que k aumenta,

gerando um efeito conhecido como degeneracio ou
“degenerescéncia” de particulas, segundo o qual apds
algumas iteragdes, apenas um pequeno nimero de amostras
tétm pesos normalizados significativos (préximos a 1),
enquanto a maioria das amostras tem pesos negligenciados
(préximos a zero) [5]. Esse fendmeno € o equivalente a
reducdo do numero efetivo de particulas na populacio
amostral, exigindo que se use um nimero muito grande de
amostras para garantir a convergéncia da aproximacgdo da
estimativa MMSE.

Uma tentativa de controlar a varidncia dos pesos de

importancia {w;} ¢ introduzir um passo de selecdo de
particulas, tal que, a cada instante k, cada particula i gera um
nimero N de cépias de si mesma tal que E{N“)} =N,w,,

onde N, € o nimero total de particulas. Em outras palavras, o
passo de selec@o equivale a substituir o conjunto original de
particulas por um novo conjunto formado por cépias das
anteriores, onde o numero de cOpias por particulas é
proporcional ao seu peso de importincia de modo que
particulas de alto peso sdo multiplicadas e particulas de baixo
peso sdo descartadas [5]. Na pratica, este processo de
reamostragem ndo € repetido para todas as iteracdes do
algoritmo, ao invés disso, calcula-se um indicador de
degeneracao, introduzido por [8],

. 1
N, =—

eff N, e .
2 [ ]
i=1

(26)

E se Neﬁ < aNp, normalmente « € igual a 0,6 ou 0,7, entdo

efetua-se um passo de reamostragem e modificam-se os pesos
| P )

para w, =——, do contrdrio, ndo se amostram as particulas e

P
sdo mantidos os pesos originais.

III. TESTES E RESULTADOS

Com o objetivo de comparar os desempenhos dos filtros
FKE e SIR, modelou-se um sistema ficticio pelas equacdes a
seguir:

1 25x,_,
X =%t 2
2 I+x,

+8cos(1.2k)+v,_, (27)



2
Xk
Ve =7~

= 28
50 (28)

+n,

onde v, , e n,_ sdo varidveis aleatdrias gaussianas de média

1
nula e variincias 10 e 1, respectivamente, e x, gaussiana de

média nula e varidncia 10. Afim de quantificar as
performances dos filtros FKE e SIR escolheu-se como
critério bdsico o desvio padrao dos resultados em rela¢do aos
valores reais.

Os valores reais e observados sdo apresentados pela Fig. 1,
correspondendo a um total de cem amostras no tempo, no
entanto, diferentemente do vetor de estado, o vetor de
observagdo apresentou, na maioria das suas amostras, valores
ndo-nulos devido a (28) e a pequena variancia de n, ,.

Fig. 1. Figura dos valores reais de x, e observados y, .

A linearizacao local realizada pelo filtro FKE nao apresentou

bom resultado para o modelo descrito por (27) e (28), isto
pode ser constatado pela Fig. 2, que em alguns pontos obtidos
pelo filtro referido, mostrou resultados bastante distorcidos,
na forma de picos, isso ocorreu devido a caracteristicas
altamente nao-lineares do sistema. No entanto, para o caso do
filtro SIR foram empregados 1000 particulas, que
apresentaram resultados melhores quando comparados ao
FKE como pode ser visto na Fig. 3.

Fig. 2. Valores reais de x, e estimados pelo FKE.

Fig. 3. Resultados reais e valores obtidos pelo filtro SIR.

Para descrever melhor quantitativamente a relagdo entre os
desempenhos dos filtros foi construida a Tabela I, onde sao
apresentados resultados para os filtros FKE e SIR, no caso
deste tltimo, empregando-o com 1000 e 3000 particulas.

TABELA 1. Desvios PADROES

Filtro N de Particulas Desvio Padrio
FKE - 34.0025
SIR 1000 5.8196
SIR 3000 4.5902

IV. OBSERVACOES FINAIS

Para a utilizacdo do FKE para modelos nao-lineares &
necessario se determinar previamente sua regido de atuacio,
do contrdrio ocorrerd pontos onde a aproximacao da primeira
derivada se tornard inconsistente. A aproximacao dos filtros
de particulas mostrou resultados melhores comparados com
aqueles obtidos pelo FKE, porém, os filtros de particulas sao
sensiveis quanto ao ndmero de particulas, e apresentam
dificuldade extra de projeto, pois, para cada aplicacio
especifica deve-se escolher uma fung¢do de importancia
adequada.
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