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Resumo — Neste trabalho prope-se resolver um problema de
cobertura em que as facilidades a serem localizadas precisam
estar alocadas a p centros medianos. Trata-se de um problema
com dois objetivos em mutua relacdo dependéncia. Formula-se
este problema como um modelo de programacéo linear inteira, e
desenvolvem-se métodos de solugéo heuristicos para resolvé-lo.
Alguns resultados computacionais sdo apresentados comparan-
do as solucdes exatas com as obtidas através das heuristicas
propostas.

Palavras-chaves — Andlise Operacional, Problema da Cobertu-
ra de Conjuntos com Facilidades Alocadas a P-Medianas, Oti-
mizagdo combinatdria.

I. INTRODUCAO

Problemas de localizaco, neste contexto, tratam de decises
sobre onde localizar facilidades (fabricas, depositos, antenas,
centros de salde, etc.) em uma rede na qual existem pontos
de demanda (clientes, areas de monitoramento, pacientes,
etc.) que necessitam ser atendidos em funcdo de um determi-
nado objetivo a ser otimizado [1,2]. Dentre os possiveis obje-
tivos estdo minimizar o numero de facilidades atendendo
todos os pontos de demanda e minimizar a distancia entre
pontos de demanda e suas respectivas facilidades, cuja dispo-
nibilidade é limitada.

Devido a importancia desses problemas para a economia, a
diversidade com que ocorrem na prética e a dificuldade em
resolvé-los, esses problemas vem sendo estudado por um
nimero crescente de pesquisadores, gerando uma literatura
extensa a respeito [3]. Os problemas de localiza¢do tém gran-
de valor operacional nas areas de defesa, quando, por exem-
plo, h& interesse em posicionar radares de vigilancia, tropas,
redes de sensores, aeronaves, avaliar conflitos de rotas aéreas,
localizar aeroportos, entre outros ([1] e [4]).

A seguir, apresenta-se o Problema de Cobertura de Conjun-
tos (PCC) e o Problema de P-Medianas (PPM), por serem
relevantes na formulagdo do modelo proposto para o proble-
ma focado neste trabalho.

O PCC consiste em, dado uma rede, determinar a localizacdo
de um nimero minimo de facilidades de forma a cobrir (a-
tender) todos os pontos de demanda. Nesse problema, para
que um ponto de demanda seja atendido por uma facilidade, a
distancia entre eles deve ser menor que o raio de cobertura
(raio de alcance méaximo do servico) dessa facilidade; nesse
caso dizemos que esse ponto de demanda esta coberto.
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O modelo do PCC ([5]) pode ser apresentado como um pro-
blema de programacéo linear inteira na forma (1-3):

Min z = Z Yj D
JEN
JEN
yi€ {01}, j EN 3
em que:
N ¢ o0 conjunto dos n6s N={1,... n};
n € 0 nimero de nos;
a;; é um pardmetro que toma o valor 1 se um

ponto de demanda i puder ser coberto por
uma facilidade alocada na posigdo (nd) j e
0, caso contrério. Isso é:

{ 1, se dU <d
a. . = , ;
Y 0, caso contrario

d € 0 raio de cobertura, a distancia maxima

que um ponto de demanda pode estar de

uma facilidade para ele ser coberto;

é adistancia entre osnés i e j;

i € uma variavel binaria que toma o valor 1
se hd uma facilidade alocada ao né j e 0, ca-
SO contrario.

Na formulagdo anterior, a funcdo objetivo (1) minimiza o
nimero de facilidades alocadas. A restricdo (2) impde que
um ponto de demanda deve ser coberto por pelo menos uma
facilidade. A restricdo (3) impde que as varidveis de decisdo
s0 podem assumir os valores 0 ou 1.

A localizagdo de p medianas é um problema bem conhecido
de otimizacdo combinatéria. O objetivo €, dado um grafo,
localizar (definir) p nés denominados medianas, de forma a
minimizar a soma das distancias de cada nd até sua mediana
mais proxima. As p medianas também podem ser entendidas
como facilidades, mas, para nao confundir com as facilidades
do PCC, neste trabalho elas serdo chamadas apenas de medi-
anas.

As primeiras formulacfes de programacdo matematica para
0 PPM podem ser encontradas em [6] e [7]. No caso em que
as medianas sdo ndo capacitadas, o0 PPM pode ser modelado
como um problema de programacéo linear inteira conforme
(4-8).
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Min z = Zdejxkj (4)

keN jeN
s.a. Z xej =1, JEN (5)

kEN
Z Xk =P (6)

KEN
Xkj < Xpe; k,j EN (7)

em que:
dyj € a distancia entre os nos j e k;

Xkj € uma variavel binaria, com x,; = 1 se 0 no

j esta alocado a mediana k ou x,; = 0 caso
ndo esteja; x, =1 se 0 nd k € uma mediana
e x;;, =0, caso contrério;

p € um ndmero inteiro e positivo de medianas
que se deseja localizar.

Na formulagdo anterior a funcdo objetivo (4) minimiza a
distancia total entre os pontos de demanda e suas respectivas
medianas. A restricdo (5) imp8e que todo n6 j deve estar
alocado a apenas um no k. A restricdo (6) imp&e que o nime-
ro total de medianas seja p. A restricdo (7) impde que um nd j
s6 pode estar alocado ao né k se neste n6 k houver uma medi-
ana. A restricdo (8) impbe que as varidveis de decisdo sé
podem assumir os valores O ou 1.

Os problemas de otimizagdo PCC e PPM, sdo NP-dificeis
(detalhes sobre complexidade podem ser encontrados em
[8]), e na maior parte das vezes é computacionalmente dificil
resolvé-los utilizando as formulagbes (1-3) e (4-8), respecti-
vamente. Por este motivo, desde o surgimento dos primeiros
modelos de programacdo matematica para o PCC e para 0
PPM, nas décadas de 60 e 70, heuristicas tém sido desenvol-
vidas para esses problemas; veja, por exemplo, [9]-[14] para
0 caso do PCC e [15]-[18] para o caso do PPM.

No Problema da Cobertura de Conjuntos com Facilidades
alocadas a P-Medianas (PCC-PPM), foco deste trabalho,
deseja-se localizar o menor nimero de facilidades (que pos-
suem um raio de cobertura limitado) de modo a atender pon-
tos de demanda espacialmente distribuidos e ainda alocar
essas facilidades a p medianas com o menor custo. Conside-
ra-se 0 caso ndo capacitado, isso é, nem as facilidades, nem
as p medianas possuem um limite de capacidade para o nu-
mero de n6s que podem atender/alocar.

Em contextos praticos, 0 PCC-PPM pode surgir sempre que
for preciso alocar facilidades em uma regido e também p
pontos para atender a eventuais necessidades dessas facilida-
des. Considere um exemplo em que se deseja localizar ante-
nas para o fornecimento de um servico em uma cidade e p
centros para abrigar equipes que realizam a manutencao nes-
sas antenas (fisicamente e no local). Deseja-se primeiramente
que a demanda pelo servico seja atendida com um ndmero
minimo de antenas e depois que os p centros de manutencdo
estejam, a0 mesmo tempo, 0 mais proximo possivel de todas
as antenas, isso €, que esses p centros sejam p medianas
Neste trabalho, considera-se que o principal objetivo é mi-
nimizar o nimero de facilidades cobrindo todos os pontos de
demanda. Assim, considera-se como objetivo localizar um
ndamero minimo de facilidades alocando-as a p medianas com
0 menor custo (ndo necessariamente 0 minimo). Esse pro-
blema ¢ diferente de resolvermos o primeiro objetivo (PCC) e
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depois resolvermos o segundo (PPM) para as facilidades
localizadas, isso por que pode haver diversas maneiras distin-
tas de localizar um ndmero minimo de facilidades e, para
cada uma delas, uma maneira de alocar as facilidades as
medianas com 0 menor custo.

I1. O MODELO PROPOSTO PARA O PCC-PPM

A seguir, formula-se um problema de programacdo linear
inteira para 0 PCC-PPM (9-15).

MinzzZyj +aZdejxkj 9)

JEN KEN jEN

S.a. Z aUy] >1 , i EN (10)

JjEN
Xk =D 1D

ken
Z Xij =Y j EN (12)

keN
Xij < X kK jEN (13)
y;€ {01}, JEN (15)

em que:
a peso para compatibilizar a grandeza dos

dois objetivos de interesse;
e 0s demais pardmetros e variaveis iguais aos defini-
dos anteriormente.

Na formulagdo anterior, a fungdo objetivo (9) minimiza o
custo com o ndmero de facilidades localizadas e com a aloca-
cdo dessas facilidades as p medianas. A restricdo (12) impde
que um no s pode estar alocado a uma mediana se nele esti-
ver alocada uma facilidade. As outras restricdes sdo descritas
conforme anteriormente.

Como se deseja que a solugdo do problema (9-15) seja mi-
nima para o nimero de facilidades localizadas, enquanto que
o0 custo com a alocagdo das facilidades as p medianas seja o
menor possivel, é suficiente impor que o custo em minimizar
uma unidade do namero de facilidades seja sempre maior que
minimizar o custo com a alocacgao de p medianas, isso é:

aZdejxkj <1

kEN jEN

(16)

Um limitante superior para Y.ey X jen dijXy; € dado por
Yken Ljen dij, @ soma de todos os possiveis caminhos entre
dois n6s em toda rede. Portanto, « em (16) pode ser definido
por:

1

0l<a<—=——"75—"7—
Yken Ljen Akj

17)

Da mesma forma que os problemas PCC e PPM, devido a
condicdo de integralidade das variaveis de decisdo, o PCC-
PPM pode ser computacionalmente dificil de ser resolvido,
principalmente quando a quantidade de pontos do problema é
suficientemente grande. Diante desse inconveniente, pro-
pdem-se heuristicas para resolvé-lo de maneira aproximada.
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I1l. HEURISTICAS PARA RESOLVER O PCC-PPM

Conforme mencionado na introducéo, resolver o PCC-PPM ¢é
diferente de resolver o PCC correspondente e depois resolver
0 PPM para as facilidades alocadas. Entretanto, ao resolver o
PCC-PPM separadamente, dessa maneira, tem-se uma solu-
cao factivel (pontos de demanda cobertos por facilidades
alocadas a p medianas) e, com sorte, uma boa solugio. E
nesse principio que se baseia a Heuristica 1 (H1).
Para resolver o PPM quando os pontos de demanda sdo a-
queles onde foram alocadas facilidades (PPM¥(y)), basta
reescrever sua restricdo de alocagdo (5) conforme (12).
Seja PPM*(y) o problema de programacao linear inteira dado
por (4), (6), (7), (8), (12). Os passos a seguir descrevem a
heuristica H1:
1. Obtenhay;, j =1,...,nresolvendo o PCC;
2. Resolva o PPM(y);
3. A solucdo aproximada do PCC-PMM ¢ dada por y;,
jENexy; kjEN.
Uma vantagem em separar o problema PCC-PPM em dois,
dessa maneira, é que seu conjunto de restricbes é relaxado
facilitando sua resolugdo computacional aproximada. Além
disto, existem diversas heuristicas encontradas na literatura
para resolver os problemas PCC e PPM, vide, por exemplo.
[9]-[14] e [15]-[18], respectivamente.
Em busca de melhores resultados, seria interessante gerar
solucBes em que as facilidades estdo o mais perto possivel
uma das outras, pois, com isso, maiores sdo as chances de
encontrarmos p medianas suficientemente préximas de todas
as facilidades ao mesmo tempo (o que diminui 0s custos com
a alocacdo dessas medianas).
Uma maneira de conseguir isso é procurando recobrir os
pontos de demanda o maior nimero de vezes, ou seja, cobrir
um ponto de demanda com mais de uma facilidade. Fazendo
isso, os raios de cobertura das facilidades tendem a ter uma
maior sobreposicdo, o que implica na maior proximidade
entre as facilidades. A variacdo da heuristica H1 que conside-
ra esse procedimento é chamada de heuristica 2 (H2).
O PCC em (1-3) pode ser modificado para considerar o nu-
mero de vezes que cada ponto de demanda é recoberto por
uma facilidade, reescrevendo a funcdo objetivo (1) como

(18).
jEN ieEN jeN
em que:
B peso para compatibilizar a grandeza dos

dois objetivos de interesse;

O termo B Yien Xjen aijy; €m (18) representa a soma do
nimero de vezes que cada ponto de demanda i é coberto.
Considerando o sinal negativo desse termo na funcdo objeti-
vo, para minimizar (18) € interessante que esse termo seja o
maior possivel, ou seja, que sejam recobertos 0 maior nimero
de pontos de demanda. Cobrir os pontos de demanda o maior
namero de vezes é interessante desde que 0 nimero minimo
de facilidades seja mantido. Para manter um minimo de faci-
lidades € suficiente impor que o custo em minimizar uma
unidade do nimero de facilidades seja sempre maior que
maximizar o recobrimento dos pontos de demanda isso é:
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[)’ZZauyi <1

iEN JEN

(19)

Um limitante superior para Y2, X%, a;;y; pode ser dado
pelo total de pontos de demanda do problema (totalPts) mul-
tiplicado pelo total de facilidades, isso é, no maximo cada
ponto de demanda seria coberto por todas facilidades. Como
no maximo pode haver totalPts facilidades (uma facilidade
para cada ponto de demanda), entdo, esse limitante superior
pode ser dado por totalPts?. Portanto, 8 em (17) pode ser
definido por:

0< B< (20)

totalPts?

Seja PCC* o problema de programagcio linear inteira dado

por (2), (3), (18), (20). Os passos a seguir descrevem a heu-

ristica H2:

1. Obtenhay;, j =1,...,nresolvendo o PCC*;

2. Resolva o PPM(y)#;

3. A solucdo aproximada do PCC-PMM ¢ dada por y;,
JENexy, k,jeEN.

IV. TESTES COMPUTACIONAIS

Nesta sec¢do sdo comparadas as solugBes étimas e as solugdes
obtidas através das heuristicas H1 e H2 para algumas classes
de teste do PCC-PPM.

Pelo motivo da funcgdo objetivo dos problemas de programa-
¢ao linear inteira do PCC-PPM e das heuristicas terem custos
diferentes, ap6s a resolu¢do do PCC-PPM por cada uma das
abordagens, todas as solugdes sdo avaliadas através da funcao
(21), apenas a critério de comparagédo.

FN(x,y) = Z i+ Z Z djejXrej

jEN kEN jeN

21D

Os problemas testes foram gerados de acordo com os parame-
tros apresentados na Tabela I. As coordenadas dos n6s foram
geradas aleatoriamente para o caso bidimensional com a
ajuda da funcdo rand() do ANSI C. O maior valor possivel
para as coordenadas é de 99 enquanto o menor é 0. A semen-
te utilizada para inicializar o gerador foi o valor “2009”, a
mesma para todos os testes.

TABELA |. PARAMETROS UTILIZADOS NOS TESTES COMPUTACIONAIS

Classes NUmero de

de Raio de cober- nés (pontos Numero de medi-
Teste tura de deﬁm da) anas (p)
(CdT)

1 10 50 2

2 10 150 2

3 30 50 2

4 30 150 2

5 10 50 3

6 10 150 3

7 30 50 3

8 30 150 3
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O cddigo foi escrito em linguagem C++ e executado em um
computador com processador Intel Centrino Duo T2400, 1,83
Ghz com 1GB de memoéria RAM do tipo DDR2. O Sistema
Operacional utilizado foi o Microsoft Windows XP. Todos 0s
problemas de programacdo linear inteira foram resolvidos de
maneira exata com ajuda do software ILOG CPLEX 11.

Os resultados dos testes computacionais para cada uma das 8
classes estdo apresentados na Tabela 1. Nessa tabela P*,
PHle PHZ representam, respectivamente, o PCC-PPM resol-
vido até a otimalidade como (9-15), a heuristica H1 e a heu-
ristica H2. O tempo de resolugdo dos problemas de progra-
macéo linear inteira para P*, PH'e PH2 ¢ dado por t(s).

TABELA |l. RESULTADOS DOS TESTES COMPUTACIONAIS

CdT P* pH1 pH2
FN(xy) t(s) FN(xy) ts) FNxy) (s
1 702,892 16,062 733,317 0,062 733,317 0,093
2 * * 119579 0,234 118252 0,281
3 121663 57.734 156,821 0,031 137,518 0,031
4 * * 170,905 0,171 144,143 0,140
5 516,733 5641 543,67 0,078 543,67 0,046
6 * * 920,034 0,203 933,874 0,265
7 69,558 25265 97,744 0,015 75606 0,015
8 * * 126,859 0,156 89,911 0,125

* Casos em que ap6s de uma hora de execugéo o software CPLEX
ndo encontrou a solucéo 6tima.

A partir da Tabela Il, observa-se que na maioria dos casos a
heuristica H2 obtém os melhores resultados entre as heuristi-
cas. Com relacdo as solugbes 6timas encontradas, a menor
diferenca no valor de FN(x,y) foi de 26,937 unidades para a
heuristica 1 na classe de teste 5 e de 6,048 unidades para a
heuristica 2 na classe de teste 7. Em todos 0s casos o tempo
computacional das heuristicas foi inferior a 0,5 segundos.

Os tempos computacionais para resolver o PCC-PPM até a
otimalidade mostraram-se elevados com relagdo as heuristi-
cas, mesmo para os testes com o menor nimero de pontos de
demanda (classes 1,3,5 e 7). Para as demais, a solucdo exata
ndo pdde ser obtida num tempo limite de 1 hora.

Observa-se que nos casos em que o raio de cobertura é maior
(classes de teste: 3,4,7 e 8), o desempenho da heuristica H2
(com relacdo ao custo FN(x,y)) aumenta em comparacao
com a heuristica H1. Isso acontece, pois quando o raio de
cobertura é maior, o nimero de pontos de demanda que po-
dem ser recobertos também é maior, possibilitando as facili-
dades estarem mais préoximas uma das outras (diminuindo o
custo com as medianas).

V. CONCLUSOES

Neste artigo apresentou-se um modelo de programacéo line-
ar inteira para o PCC-PPM e, para resolvé-lo aproximada-
mente, foram propostas heuristicas baseada na relaxacdo do
problema. As heuristicas, em um todo, mostraram ser capazes
de gerar solugdes factiveis com um baixo tempo computacio-
nal para o conjunto de testes avaliado. Em particular, a heu-
ristica H2 apresentou, na maioria dos casos, 0os melhores
resultados dentre as heuristicas, com solugdes aparentemente
préximas ao valor 6timo em um baixo tempo computacional.
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O conjunto de testes pode ser ampliado para se ter uma avali-
acao mais robusta do comportamento da heuristica proposta.
Nos testes computacionais realizados, todos os problemas de
programacdo linear inteira foram resolvidos de maneira exa-
ta. Para problemas de maior porte, esses poderiam ser resol-
vidos com ajuda de outras heuristicas, por exemplo, aquelas
encontradas em [9]-[14] e [15]-[18].

O problema abordado pode ser estendido, considerando vari-
acbes do problema, por exemplo, no caso que medianas e
facilidades s&o capacitadas.

Esta € uma primeira abordagem para resolucdo deste pro-
blema. Um estudo de novas heuristicas sera objeto de desen-
volvimentos futuros.
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