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Resumo— Observadores sao estimadores de estado para sis-
temas deterministicos, i.e., sistemas sem ruidos de processo
e de medidas significativos. O problema de reconstrucio do
vetor de estados pode também ser formulado para o caso de
modelagem estocastica. Nesse caso, o observador de estado,
doravante denominado estimador de estado requer o uso de
um critério estocastico de otimizacio para obtencio de uma
solucdo 6tima ou sub-6tima. Esse artigo considera o problema
estimacao de estados em sistemas estocasticos lineares com saltos
Markovianos (MJLS) no contexto de estimaciio de alvos aéreos.
Sao considerados os miiltiplos modelos interagentes (IMM) com
filtragem H, e a ponderacio dos estados estimados pelos filtros é
feita conforme um critério que envolve 0 menor traco da matriz
de covariancia dos erros de estimacdo. Um estudo de caso é
abordado, envolvendo a estimacdo de trajetoria de alvo aéreo,
buscando ilustrar os potencias ganhos das técnicas elencadas.

Palavras-Chave— Multiplos modelos interagentes, sistemas li-
neares com saltos Markovianos, Estimacao H.,

I. INTRODUCAO

A abordagem da filtragem H,, foi assunto de extensa
pesquisa na década passada. Na filtragem H.,, as fontes
de ruido sdo sinais deterministicos arbitrarios com energia
limitada e o filtro visa garantir um limitante superior para o
ganho L,-induzido entre o sinal de ruido e o erro de estimag@o
(11, [2], [3]) A estimacdo de estados em sistemas estocasticos
tempo-discreto com saltos Markovianos tem sido objeto de
interesse, nas ultimas décadas, na drea de pesquisa envolvendo
acompanhamento de alvos dreos manobrantes ([4],[5], [6],[7]).
Algoritmos envolvendo multiplos modelos (MM) sdo geral-
mente considerados a corrente principal de abordagem dessa
area. Dentre os MM, os multiplos modelos interagentes (IMM)
sdo largamente empregados e consideram a combinacio das
matrizes dos estados estimados e das matrizes de covariancia
dos erros de estimacdo dos multiplos modelos como um
modelo de Markov. Recentemente, foram publicados trabalhos
que permitem que os algoritmos IMM envolvam a estimacao
dos estados do alvo no sentido de varidncia minina ([8],
[9], [10]). O traco da matriz de covariancia dos erros de
estimagao nesses algoritmos é menor que o traco calculado nos
algoritmos IMM cldssicos. Nesse trabalho, foi implementado
um modelo IMM com filtragem H., e com ponderacdo dos
estados pelo trago da matriz de covariancia dos erros de
estimag@o. Através de uma trajetéria hipotética, os resultados
foram comparados via o erro quadriatico médio (RMSE) do
modelo IMM classico e variagdes envolvendo a filtragem
H,, na presenca e na auséncia do critério de ponderacido
pelo traco. A contribuicdo deste artigo estd na aplicacdo

da filtragem H,, no problema de estimacdo de estados em
sistemas estocdsticos tempo-discreto com saltos Markovianos
empregando um critério de otimalidade na combinagdo dos
estados estimados. O contexto é o de acompanhamento de
alvos aéreos manobrantes [11]. O restante do artigo estd assim
dividido: a subsecdo a seguir introduz a notacdo utilizada nesse
trabalho; a secdo 2 apresenta a formulagdo utilizada para o
KF presente no IMM cldssico; na secdo 3, é apresentada
a técnica utilizada no filro H,; Na secdo 4, o algoritmo
IMM empregado é detalhado; a secdo 5 inicia com uma
descricdo do modelo dindmico empregado e em seguida a
apresentacdo dos resultados € feita. Discusdes a respeito da
aplicacdo dos modelos completam a sec¢do. Finalmente, as
concludes e perspectivas de trabalhos futuros sdo apresentadas
na secio 6.

A. Notagdo

F,G,T',H, L : matrizes com dimensdes apropriadas

x(k) € R™ : vetor de estados

u(k) € NP : vetor de controle

y(k) € R? : vetor de medidas

v(k) € R™ : vetor de ruido de estado

w(k) € R : vetor de ruido de medida

Ev(k)v(k)'] = Q(k) : covariancia do ruido de estado

Elw(k)w(k)'] = R(k) : covariincia do ruido de medida
N(0, 1) : distribui¢do gaussiana com média zero e variincia
unitéria

T : taxa de amostragem

z(k) 2 L(k)x(k) : combinagéo linear dos estados

(k) = Elz(k)[y(0)..y(k)], 2(k) € R™

2" £ {z(i).i € [0:K])

zZ(j1k) £ E[x(7)|Z*] : estimagdo para j = k

zZ(j1k) = x(3) — Z(j|k) : erro estimado

P(jlk) = E[z(j|k)z(j|k)'| Z*] : matriz de covariancia do erro
de predigdo

d(,) : fung@o Delta de Dirac

Ty = z(k+ 1]k)

P, = P(k+1]k)

ay =k +1k+1)

Pl =Pk+1k+1)

Zk : politica de minimizagfo

(wg, Vg, o) : politica de maximizac¢do

37Ilsk||2Rk = ngksk
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DWNA:Discrete White Noise Acceleration -aceleragdo dis-
creta como ruido branco.

II. FILTRO DE KALMAN

A formulacdo adotada é a formulacdo linear discreta, onde
a iteracdo atual € indicada por k € [0, N]

z(k +1) = Fa(k) + Gu(k) + T'(k)v(k) (1)
y(k) = Ha(k) + w(k) 2
z(k) = La(k) 3

As seguintes hipéteses devem ser validas:
B(x(0)|2°] = 2(0]0) ©)
cov[(0)|Z2°] = P(0]0) (5)
E[v(k)] =0 (6)
E[v(k)o(5)'] = Q(F)dk; (7
Elw(k)] = ®)
Elw(k)w(j)'] = R(k)dr; ©)
Elz(0)v(k)'] = 0,Vk (10)
Elz(0)w(k)] = 0,Vk (11)
Elv(k)w(j)] = 0,Vk (12)

(4) e (5) indicam que o estado filtrado inicial e a covaridncia
filtrada inicial sdo conhecidos a priori. De (6) e (7), (8) e (9)
pode-se concluir que o ruido de estado e o ruido de medida
sdao brancos com média zero. (10), (11) e (12) indicam que
os ruidos e o estado inicial sdo descorrelacionados. Supondo

v(k) ~ N(0,1), w(k) ~ N(0,I) e de (6) e (8):

(13)

Efv(k)|2"] = E[v(k)] = 0
=0 (14)

Elw(k)|Z"] = Elw(k)]

O KF pode ser derivado de diversar maneiras. Nessa secio
esse algoritmo serd derivado conforme [12]. A notacdo usada
em (1) a (14) serd alterada buscando uma maior clareza nas
expressdes a seguir. A iteracdo atual k passard a ser subrscrita.

As seguintes equagOes sdo representativas do KF, dadas as
condigdes iniciais:

T = F&f +Tug (15)
P, =FPFF +TQ.I" (16)
Bl = Ry — Hipy) (A7)
Pl =(U—-KynH)P_ (I -Kp1H) +
Kit1Riey1 K (13)

Conforme foi comentado na se¢do 1, o critério de mérito a

ser empregado aqui é minimizar o somatério dos quadrados
. ~ ~4 . . +

dos erros de estimagdo ;. Isso equivale a min Tr(P ).

Dessa forma, obtem-se a expressdo em funcdo de Ky 1:
Kpp1 = Pr H'[HP  H' + Ry] ™ (19)
Substituindo (19) em (18):
Pl =P, — P H'[HP  H' + Ry] ™

k+1
HPy

(20)
3
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As equacdes (17) e (20) caracterizam a distribui¢@o a posteriori
f+ ~ N(&} , Pf,). O sistema linear invariante no tempo
(1) - (3) converge para uma covariancia em estado estaciondrio,
se o par {F,H} for completamente observdvel e se o par
{F,C}, onde C é tal que CC'" = (@, for completamente
controlavel.

III. FILTRO H,

Nessa secdo sera considerado o problema de estimagdo mi-
nimax de horizonte finito, também conhecido como problema
de filtragem H,. Considerando o sistema dindmico dado pelas
equagdes (1) e (2), deseja-se estimar o vetor 2541 = LIy, onde
2, € uma estimativa baseada em uma sequéncia de medidas
{vo, Yk}

A escolha da fungdo de custo J(Z,zq,w,v) completa a
definicdo do problema, em que a estimativa 25 deve ser tal que
o erro quadritico médio Zg:o |2 — 21||* seja minimizado,
enquanto a tripla (Zo,wy,v) leva & minimizacdo do erro
quadrético médio definido em (21).

5 N 5112
J (2,20, w,v) = Zk:o Iz — Zil|” —

N 2
2 el +

S el + o — dol3) @n
k=0 0

O segundo termo do lado direito da equagdo é uma penalidade
em termos de xzg,wy,vx; 7 € uma constante positiva, que
define a magnitude da penalidade. A matriz P, € positiva
definida e representa a incerteza do estado inicial. O problema
H, de horizonte finito é encontrar uma estimativa para Iy e
Zx que satisfaz:

N .
—o llzk — 2|l
Sup —x %:k Yo —— <7’
(ww.0) D p—g ([wkll” + [[ok]l") + [0 — Zolp
(22)
Onde w,v € L,. Essa condi¢do é equivalente a:
J(2, 29, w,v) < 0,V(zo,w,v), (23)
s.a.
N 2 2 L2
Do Hwnll® + okl + llwo = dollpr £0 24)

Reescrevendo (2) como: wy = yir — Hxy, o custo pode ser
reescrito como:

5 N 5112
J(z,xo,w,v):zo Iz — Zil|” —

N 2 N 2
2 P+ e — Haulfo +

|20 — 550||3:(;1) (25)

A apresentacdo da solu¢do do problema de filtragem H, e
teoremas acessOrios necessirios podem ser encontrados em

8’13], [14], [15], [16] e [17].


Felipe
Nota como Carimbo

LAB-GE
Text Box
       ISSN:1983 7402                                                    ITA, 23 a 25 de setembro de 2014

LAB-GE
Text Box
38

LAB-GE
Text Box
       ISSN:1983 7402                                                   ITA, 23 a 25 de setembro de 2014


ISSN:1983 7402

.
www.sige.ita.br

SIMPOSIO DE APLICAGOES
OPERACIONAIS EM AREAS
DE DEFESA

A. Algoritmo do problema de filtragem H .,

De forma geral o algoritmo para o filtro H, segue de perto
[14] e pode ser descrito como:

& = Faf + Ty (26)
P, = FPIF +TQI" (27)
Kjp1 =Py (H'[HPg  (H' + Ryyq] ™! (28)
59;“ =21 k(Y — HE ) (29)
Pl =FP  F +TQiI" —
_ [ H
FP | H L ](Sk) 1[ 7 } (30)
Onde
R 0 H1 -
Sk:[ ’6+1 VQI}JF[L}P,CH[H’ L'] @31

IV. MULTIPLOS MODELOS INTERAGENTES - IMM
A. Modelos Lineares com saltos Markovianos

O sistema discreto descrito em (1)-(3) € agora descrito como
um modelo linear com saltos Markovianos. Dessa forma:

x(k+1) = Fjo(k) + Gju(k) + T;j(k)v;(k)
y(k) = Hja(k) +w; (k)

Onde o subscrito 7 € S = {1,2,...,s} denota o modelo.
Dado que M J’“ denota o modelo j no instante k£, o modelo
dindmico pode ser modelado como uma cadeia finita de
Markov com conhecida matriz de transicao de probabilidades
do modelo 7 no instante k£ — 1 para o modelo j no instante k.
Dessa forma:

(32)

(33)
(34)

miy = P{MF|M{ ™}
0<m; < 1,2;17% =1,i,j€8

A distribui¢@o de estado inicial da cadeia de Markov é p =
[p1, ...y ps), onde:

0<p <Ly, p=Llj€s (35)

B. Algoritmo IMM

O algoritmo IMM ¢é o mais presente na abordagem do pro-
blema envolvendo o acompanhamento de alvos manobrantes,
isto é, a estimagdo de estado envolvendo um sistema tempo-
discreto estocdstico com pardmetros comutando conforme uma
cadeia finita de Markov. O algoritmo IMM pode ser descrito
conforme a seguir:

Passo 1: Célculo do conjunto inicial de probabilidades
(i,7 = 1,....,8). A probabilidade que o modelo M; esteja
em vigor em (k — 1) dado que M; estd em vigor em £k,
condicionado por Z*~1:

1 .
um(kfﬂkfl) = gﬂ'ij,ui(kfl),l,j :1,...,8 (36)

J
Onde c; € uma constante de normalizagdo dada por:

39
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S migi(k = 1) (37)

Passo 2: Calculo do estado e covariancia iniciais para o filtro
associado ao modelo MJ]?7 jes:

Cj =

foi(k—1|k—1):ijlaei(k—uk—n (38)
POj(k—1|/€—1)Zzizlui‘j(/{—lvﬂ—l) (39)

—2%(k =1k —1)] x [2"(k — 1]k — 1)
—3%(k — 1|k — 1)] x [2"(k — 1]k — 1)

%k =1k —1)]",=1,..,s

Passo 3: Cilculo da fun¢do de verossimilhanca e filtragem
a partir dos resultados do passo anterior.

A estimativa (37) e a covariancia (38) sao a entrada dos
filtros M Jk . A funcdo de verossimilhanga para o filtro s é:

Aj(k) =N [2(k); 27 [klk — ;2% (k= 1k —1)] , (40
57 [k; PY (k — 1) (k — 1)]]

j=1,....s (41)

Onde S’ é a covariancia da inovagdo correspondente a cada
filtro.

Passo 4: Calculo dos estados estimados e da matriz de
covariancia dos erros de estimacdo a partir da atualizacdo da
probabilidade de cada filtro M j’-“:

a(klk) = @k @2)
Plklk) =" (k) (PP (kIR) + [ (kIR — @43
E(kIK)][E (K[k) — &(k|k)]T )
Onde:
Hy = %Aj(k)éjv (44)
=3 Ak 45)

Para uma descricio mais detalhada do algoritmo IMM e
outras técnicas empregadas para acompanhamento de alvo
aéreo envolvendo multiplos modelos ver [6].

C. Algoritmo IMM modificado

2

O objetivo € encontrar estimativas locais para o estado a
partir dos s filtros existentes e ponderar essas estimativas de
forma a ter:

#(klR) =37 Qai(klR) (46)

Onde o peso 2 é escolhido minimizando o indice de
performance:

J =tr(F) 47)
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Sendo P; a varidncia do erro de estimagdo em estado
estaciondrio de cada modelo (filtros).

Com base nos resultados apresentados em [18] e [9] o
algoritmo IMM apresentado na sec¢do anterior foi alterado
no passo 3 e no passo 4. No passo 3 ndo € mais calculada
a verossimilhanca Aj(k) e no passo 4, a atualizagdo da
probabilidade para cada filtro, p;, € substituida por a;, que
leva em consideracdo o traco matriz de covariancia dos erros
de estimacgdo. Dessa forma as novas equagdes (41)-(43) sdo:

B(kk) =3 asiy(klK)  @8)
PlkIk) = Y a;(k) (P (klk) + &/ (kIK)~ 49)
E(k|R)] (@ (kIk) — & (k|k)]T}
Onde
s 1 -t
aj(k):(zz:l trPi(k|k)) trP; (k[k) <0

V. MODELO DINAMICO DO ESTUDO DE CASO

Considerando um modelo bidimencional e o exemplo usado
em [19],[9] e [10] tem-se o seguinte modelo de aceleracdo
constante por partes (DWNA).

1T 00 T2/2 0
0100 T 0
=100 1 7|Y 0 T7?)2
00 0 1 0 T
1000
HJ‘{0010}

A. Resultados

Os dados utilizados nesse trabalho foram extraidos de uma
dindmica hipotética, onde um alvo move-se com velocidade
constante durante ¢ = 400s. A partir de entdo executa uma
manobra lenta, guinando 90° na dire¢do do eixo x com
aceleragdo u, = u, = 0.075m/s? e completa a guinada apos
t = 200s. Em ¢ = 600s a aceleracdo € zero. Uma nova guinada
de 90° inicia-se em ¢ = 610s com aceleragdo u, = —0,3m/s?
e uy = 0,3m/s?. Essa guinada termina em ¢ = 660s e o alvo
permanece a partir dai com velocidade constante. O estado
inicial é x(0) = [2100;0;10000; —15]. A Figura 1 ilustra
a trajetéria acima no plano XY, bem como as trajetdrias e
velocidades ao longo de k = t/T, onde a abscissa representa
o tempo ¢ dividido pelo periodo de amostragem 7" = 10.

Com base na trajetéria apresentada foram avaliados o mo-
delo IMM com dois KF, o modelo IMM modificado com dois
KF, o modelo IMM com dois filtros H,, ¢ o modelo IMM
modificado com dois filtros H,. Foram adotadas as seguintes
matrizes:

ITA, 23 a 25 de setembro de 2014

Trajetéria no plano xy

10000 20
5000 | | 0
=2

0
2000 2500 3000 3500 4000 4500 0 20 40 60 80 100

Trajet6ria x por espaco de tempo

—

20 40 60 80 100

Velocidades por espaco de tempo

Trajetria y por espago de tempo

10000 5000
4000
5000
3000
0 2000
0 20 40 60 80 100 0

Fig. 1. Trajetéria gerada no plano xy, velocidades nos eixos x e y pelo
tempo k = t/T, trajetérias no eixo y e e no eixo z pelo tempo k = t/T

__[095 0,05 [o05
W= 1005 09 |'’7 |05
r r/T 0 0
r/T 2r/T? 0 0

0 0 T r/T
0 0 r/T 2r/T?

(51)
P0) =

Onde r € a variancia do erro de medida nas coordenadas x
e y para um intervalo de amostragem de 7" = 10s.

As matrizes de covariincia do ruido de estado e do ruido
de medida sdo, respectivamente, ; e R;:

14 13
L 2 !l 2 2
Q; =To*,T —|: %Tg T2 ]O'U (52)
Ri{ . 20] (53)
20 T
Onde ¢2,; = 0,01 e 02,2 = 50. Os modelos foram

avaliados baseado no erro quadratico médio (RMSE - root
mean square error) e os resultados foram obtidos a partir da
simulacdo de 100 trajetérias (N = 100):

1 N ;
RMSE), = ‘/N Zizl (&1 — 1)

Onde #i e ! denotam o estado estimado e o estado
verdadeiro, respectivamente, na ith trajetéria simulada no
espaco de tempo k. Foi adotado um ruido igual a » = 1000.
Nas Figuras e na Tabela a seguir as abreviagdes IMM (1) ,
IMMmod (II), IMMH, (III) e IMM H . mod (IV) representam
o algoritmo IMM na sua configuracdo tradicional com dois
KF, o algoritmo IMM modificado por (49), o algoritmo IMM
com dois filtros H, € o algoritmo IMM com dois filtros H .,
e modificado por (49), respectivamente. Através do RMSE
médio, a Tabela 1 sumariza o que foi realizado.

Observando as Figuras de 2 a 5 e a Tabela 1, pode - se perce-
ber que a combinagdo IMMH, modificada pela ponderagdo
dos estados (IMMHmod) foi bastante superior as demais.
A primeira guinada, mais suave ndo resultou em aumento do
RMSE. Entretanto, a segunda guinada, mais rdpida, resultou
:m aumento do RMSE, exceto para a posi¢do na coordenada

(54)
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TABELA 1
RESULTADOS PARA 7 = 1000

I II il v

Pos = 1,8916  0,8247 0,1197  0,0357

Veloc x  3,0134 2,7881 24817 0,7418

Pos y 29777 1,7534  0,1449  0,0355

Veloc y  3,2354 29690 3,0397 0,7626
45F T T T T T T T T T
—&— IMM

ar f —&— IMMmod |

——IMMH ||
IMMHmod

70+ —&— IMM i
—&— IMMmod
60 —*— IMMH n

—— IMMHmod

Fig. 3. RMSE da posi¢do em y para r=1000 ao longo de k

Fig. 4. RMSE da velocidade em x para r=1000 ao longo de k

—&— IMM

12r —e— IMMmod ]
—+— IMMH

10 —— IMMHmod {

Fig. 5.

RMSE da velocidade em y para r=1000 ao longo de &

x. Os modelos IMM com os filtros H,,, incluindo ou nio

a alterac@o na ponderacdo dos estados estimados foram bas-
41
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tante superiores (menor RMSE), principalmente com relacio
a estimagdo da posicdo nas coordenadas z e y. O modelo
IMMH ,,mod, embora tenha apresentado um transitério maior
na estimacdo da velocidade nas coordenadas x e y, foi mais
acurado que os demais.

Niao foi percebida diferenga no tempo de execugdo dos
algoritmos descritos. Esse tempo foi computado pela funcio

“tic (inicia) toc (finaliza)”’do Matlab.

VI. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesse trabalho, foi implementado um modelo IMM com
filtragem H,, e com ponderagdo dos estados baseada no traco
da matriz de covariancia dos erros de estimacdo. Através de
uma trajetéria hipotética, os resultados foram comparados via
o erro quadratico médio (RMSE) apds 100 trajetérias simula-
das. Os modelos abordados foram o modelo IMM cléssico e
variacdes envolvendo o modelo IMM com a filtragem H .,
na presenca (IMMH,mod) e na auséncia do critério de
ponderacdo baseado no tragco da matriz de covariancia dos
erros de estimacdo (IMMH ). Os resultados indicam que os
modelos IMM combinados com o critério de ponderagao pelo
traco da matriz de covaridncia obtiveram menores erros de
estimagdo, comparativametente ao modelo IMM tradicional.
Além disso, aliado ao uso da estimagdo H,, foram os mais
acurados, inclusive diante de variacdes bruscas de velocidade.
Diante dos resultados obtidos e da menor complexidade dos
algoritmos IMMmod e IMM H ,,mod, estes podem ser uma al-
ternativas vantajosas diante dos algoritmos IMM tradicionais.
Os MM modelos tradicionais com MJLS tem a interpolacio
dos estados estimados baseada na matriz de transi¢do de pro-
babilidades, a qual muitas vezes € cumputada como parametro
de projeto pelo seu desconhecimento. Como préximo trabalho,
0 modelo IMM serd formulado como um modelo convexo e os
resultados serdo comparados com as formulag¢des tradicionais.
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