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FFT otimizada com decomposi¢ao Split-Radix-2/4.
Aplicacao em GPS e SAR
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Resumo— A Transformada Rapida de Forrier (FFT) é uma
importante ferramenta para processamento de sinais, por isso
diversos algoritmos foram desenvolvidos com o objetivo de melho-
rar seu desempenho. Neste trabalho é apresentada a comparacio
entre o algoritmo classico Radix-2 e o Split-Radix-2/4 aplicados
a dados complexos e as versoes desses algoritmos aplicadas a
dados reais, cuja complexidade é reduzida pela remocao de
redundancias. Para testar esses algoritmos foram utilizados dados
reais de sinal GPS, em que a FFT é utilizada na correlacio
do sinal, e imagens complexas SAR brutas, neste caso a FFT
é utilizada para fazer compressio de dados e obter imagens
processadas. Verificou-se melhorias em tempo de processamento
entre as estruturas abordadas da ordem de 40% ou maior,
quando aplicadas a processos relacionados a areas tecnoldgicas
importantes aos sistemas de defesa tais como os processamentos
GPS e SAR.
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I. INTRODUCAO

A Transformada Discreta de Fourier (DFT - Discrete Fou-
rier Transform) é um importante processo matematico presente
em um amplo espectro de aplica¢cdes. Como exemplo, pode-
se citar o seu uso em telecomunicacdes, em que ¢é parte
constituinte de sistemas OFDM (Orthogonal Frequency Di-
vision Multiplex) [1] e pode ser empregada em algoritmos de
estimacdo de fase e frequéncia em sistemas Opticos coeren-
tes [2]; em sistemas radar, notadamente em SAR (Synthetic
Aperture Radar) é empregada para realizar a compressao de
dados [3], aplicagdo similiar aquelas encontradas em sistemas
de estimacgdo geofisica [4]; em sistemas de geoposicionamento
como no GNSS (Global Navigation Satellite System) faz
parte dos algoritmos destinados ao cdlculo da correlagdo
circular cruzada de cddigos de espalhamento espectral [5];
finalmente, pode ser encontrada em analisadores de sinais,
onde é empregada para estimacdo e calculo do espectro de um
determinado sinal de entrada, principalmente em situacdes em
que as frequéncias sdo baixas [6].

O mais importante passo na otimizacdo do célculo da DFT
foi dado por Cooley e Turkey [7] que desenvolveram o cldssico
algoritmo batizado de Transformada Rapida de Fourier (FFT
- Fast Fourier Transform), cuja grande vantagem ¢é apresentar
complexidade O(NlogN) face a complexidade O(N?) da
DFT, com a restringdo de que o nimero de amostras N do
conjunto de dados analisado tem que ser poténcia de dois, ou
seja, N = 2™,
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Esse algoritmo é baseado em decomposigdes recursivas
e a menor por¢do da decomposi¢cdo € chamada de radix-
2 [8]. Porém, € possivel a aplicacdio de varios tipos de
decomposicdes, levando a radix-m, em que N = m", e
mesmo a decomposicdes mistas chamadas de split-radix. Tem-
se demonstrado que o uso desses outros tipos de decomposicao
comumente leva a ganhos em termos de performance compu-
tacional [9], embora possam limitar a flexibilidade do tamanho
do conjuto de dados.

Neste trabalho sdo apresentadas otimizagdes ao cdlculo da
DFT, em que os conjuntos de dados a ser processados sio
provenientes de duas importantes aplicagdes em sistemas de
defesa: Aquisi¢do GPS (Global Position System) e processa-
mento de imagem SAR (Synthetic Aperture Radar) bruta. Para
essas duas aplicacdes a complexidade computacional da FFT
¢é reduzida ao uso de técnicas do tipo split-radix, levando a
ganho de desempenho e consequentemente redugdo de tempo
de célculo, obtendo algoritmos mais eficientes, tendo em vista
sua aplicacdo em sistemas embarcados.

O artigo esta estruturado da seguinte forma: na secdo II sdo
apresentados os algoritmos FFT abordados neste trabalho, na
secdo III sdo abordados os tipos de dados, na IV sdo mostrados
os resultados e por fim na V sdo feitas as consideragdes finais.

II. ALGORITMOS FFT

Como citado anteriormente, a FFT € um algoritmo usado
para calcular a DFT de forma eficiente. Esse algoritmo de-
compde o conjunto de dados de entrada em subconjuntos de
dados menores [8], sendo um tipico algoritmo do tipo “dividir
para conquistar’.

Existem diversos algoritmos para computar a DFT e embora
todos os que utilizem radix tenham a mesma complexidade,
seus desempenhos dependem do comprimento da sequéncia de
entrada e de como é realizada a decomposicao desse conjunto
de dados.

A estrura mais simples e conhecida € o radix-2, mas existem
outras de estruturas como o radix-3, radix-4, radix-8, bem
como combinagdes de duas ou mais estruturas como o split-
radix-2/4. A decimag@o dos dados pode ser feita em tempo
ou em frequéncia. Neste trabalho abordamos o radix-2 com
decimag@o em tempo, e o split-radix-2/4 com decimag¢do em
frequéncia.

A. Radix-2

O radix-2, proposto por Cooley-Tuckey [7], decompde um
conjunto de dados de tamanho N em dois subconjuntos de
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x(2m)

N/2 DFT
Amostras

n
W N/2 DFT
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Radix-2

N Amostras

Xx(2m+1)

Fig. 1 - Butterfly -

tamanho N/2. Neste trabalho utilizamos o algoritmo com
decimagdo em tempo, que separa os indices n entre pares e
impares.

N-1
X(k) =Y a(mWg" 1)
n=0
N/2—-1
X(k)= > xz@m)W
m=0
N/2—-1 @)
+WE S a(2m+ )WY,
m=0

Em (1) € definida a DFT e em (2), a decimacdo em tempo.
Em que Wy = e 2™/N ¢ k=0,1,2,..,N.

A estrutura do radix-2 é chamada de “butterfly”’e € mostrada
na figura Fig. (1).

B. split-radix-2/4

O algoritmo split-radix-2/4, desenvolvido por Duhamel[10],
utiliza a decimacdo em frequéncia, neste caso o conjunto de
dados de tamanho NV € dividido diretamente em dois subcon-
juntos de tamanho N/2. O primeiro subconjunto computa os
indices n de 0 a N/2 — 1 e o segundo subconjunto, de N/2
até N — 1. Fazendo a decimagdo em frequéncia dos k indices
em pares e impares, tem-se:

N-1
=3 3)
n=0
X(2k) = Ngl {x(n) +x (n + ];[ﬂ WN/2
N @
X2k +1) = nz:;) [m(n) - (n+ Z)} WN/2

em que (3) ¢é a definicdo da DFT e (4) representa a decimagio
em frequéncia.

Observando (4), vemos que a parte par pode ser computada
independentemente da parte impar. Aproveitando-se disso, o
algoritmo split-radix-2/4 sugere utilizar diferentes métodos
para computar cada subconjunto.

Nessa metodologia, o subconjunto com indices pares
(X (2k)) é computado pelo radix-2 e o subconjunto com
indices impares (X (2k + 1)) é subdividido mais uma vez,
ficando com tamanho N/4, e é computado pelo radix-4. Para
os indices impares, teremos:

ISSN:1983 7402

ITA, 28 a 30 SET de 2016

X(4k +1) N::I Kx(n) -z (n + %))} WAWN
CE ) e )
(5)
X (4k + 3) N:lol Ka:(n) -z (n + %))} W W

()

A estrutura do split-radix-2/4 é mostrada na figura Fig.(2)

—x (n + %))} W WY

(6)

x(n)

N/2 DFT
x(n+N/4) Amostras
N Amostras n
x(n+N/2) Wiy N/4 DFT
1 >< | Amostras
3
X(n+3N/4) W' [ NiDFT
-1 -1 Amostras

Fig. 2 - Butterfly - Split-Radix-2/4

C. Dado Real

Em muitas aplicagdes, a sequéncia de dados que serd
processada por FFT tem valores reais, como os dados de sinal
GPS “g”utilizados no processo de aquisicdo e detec¢do do
satélite que os estd enviando.

Embora os algoritmos FFT sejam concebidos para compu-
tar nimeros complexos, este algoritmo pode ser facilmente
aplicado a niimeros reais, levando a redu¢do de complexidade
quando as redundancias do algoritmo sdo removidas.

Uma aproximacdo simples para utilizar o algoritmo FFT
com dados do tipo g sem necessidade de ajuste, seria criar uma
sequéncia complexa em que a componente real corresponderia
aos elementos de g e a componente imagindria seria 0. Dessa
forma, poderiamos aplicar o radix-2 diretamente, no entanto
esse método € inecifiente, ja que se processaria uma sequéncia
com o dobro do tamanho necessdrio.

A segunda abordagem seria utilizar g como uma sequéncia
complexa com tamanho N/2 em que os indices pares seriam
a componente real de de g e os indices impares, a compo-
nente imagindria, em outra palavras, teriamos uma sequéncia
gc(m) = g(2m) + ig(2m + 1), com m = 0,1,...,N/2 — 1.
Neste caso podemos aplicar o radix-2, mas o resultado (G.)
¢ relativo a g.. Para encontrar G, relativo a sequencia g, é
necessario realizar computagdes adicionais:

Gr(k) = Ger(k)Ar (k) — Gei (k) Ay (k)

+ Ger(N/2 = k) By (k) + Gei(N/2 — k) B (k) o
Gi(k) = Gei(k) Ay (k) + Ger (k) A (k)

+ Ger(N/2 = k)Bi(k) — Gei(N/2 — k) B (k)
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em que G, ¢é a parte real de G, GG; é a parte imagindria de
G, G, € a parte real de G, G; é a parte imagindria de G,
A(k) e B(k) sdo coeficientes em fun¢do de seno e cosseno e
k=0,1,..,N2-1[7]

Para computar a DFT de g sem manipular sua sequéncia,
usamos o split-radix-2/4, em que as redundancias sdo removi-
das levando em considerac¢do a propriedade de simetria. Para
dados reais g, G(k) e G(N — k) sdo complexos conjugados,
ou sgja: G(4k+3) = G(N — (4K +1)) = G4K + 1)* [10].

Portanto, para a parte par, o algoritmo split-radix-2/4 é
computado da mesma maneira que para o dado complexo. Ja
para parte impar, s6 é necessdrio computar G(4K + 1).

D. Comparagdo entre o Radix-2 e o Split-Radix-2/4

Os algoritmos FFT tém a vantagem de serem executados
“in-place”, ou seja, ndo necessitam de vetores auxiliares, e
sua execucdo consiste no uso repetitivo da “butterfly”.

Na Tabela 1 [10] é mostrada uma comparagdo quantitativa
entre o radix-2 e o split-radix-2/4.

TABELA 1
COMPARACAO ENTRE RADIX-2 E SPLIT-RADIX-2/4

- Multiplicagdes Reais Adicdes Reais
N Radix-2  Split-Radix-2/4 | Radix-2 Split-Radix-2/4
16 24 20 152 148
32 88 68 408 388
64 264 196 1032 964
128 712 516 2054 2308
256 1800 1284 5896 5380
512 4360 3076 13566 12292
1024 10248 7172 30728 27652

A vantagem do radix-2 € a simplicidade, disponibilidade de
informagdes e flexibilidade. A complexidade desse algoritmo
€ 50(NlogN) [11].

A vantagem do split-radix-2/4 sobre o radix-2, além da
menor quantidade de operagdes, ¢ que este algoritmo tem a
mesma estabilidade do radix-4 e a mesma flexibilidade do
radix-2. A complexidade desse algoritmo é 40(NlogN) [11].

III. TipOS DE DADOS

Como mencionado, para exemplificar a utilizacdo da FFT
com dados complexos e reais, consideramos o processamento
de aquisicdo de sinais GPS (Global Position System) e o pro-
cessamento de dados brutos SAR (Synthetic Aperture Radar).

A. Aquisicdo do Sinal GPS

Os satélites do GNSS, como por exemplo, o americano GPS,
enviam continuamente sinais para Terra, os quais possuem
basicamente trés componentes [4]: 1) Dado de Navegacio,
que é uma mensagem bindria contendo informagdes das
efemérides, por exemplo; 2) PRN (Pseudo-Random Noise)
que é um cédigo bindrio Unico para cada satélite, responsavel
pelo espalhamento espectral do sinal, através dele é possivel
identificar a qual satélite o dado aquisicionado pertence; 3)
Portadora, que é uma onda senoidal cuja frequéncia estd na
banda L.
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Os cédigos PRN, assim como os Dados de Navegacgao,
correspondem a sequéncias de valores -1 e +1, chamados
de “chips”e ndo bits, para enfatizar que eles ndo carregam
informacao.

A aquisi¢d@o do sinal GPS tem como objetivo de determinar
quais satélites estdo visiveis, estimar a frequéncia Doppler nor-
malizada F,; e o atraso do cédigo PRN. O sinal GPS contém
duas componentes em frequéncia [9] 1) L1 = 1575.42MHz,
que contém os codigos C/A (civil) e P(Y) (militar, ndo
disponivel); 2) L2 = 1227.6 MHz que contém somente o
c6digo P(Y). A equacdo geral do sinal GPS na banda L1 pode
ser descrita como [5]:

SP(t) = A, PP (t) D' (t)cos(2 f1t)

+ A.GF (t)DF (t)sen (2 f1t) ©

em que A, e A. sdo respectivamente as amplitudes do cédigo
P(Y) e C/A, PP (t) é o PRN do cédigo P(Y), G (t) é o PRN
do cédigo C/A (também conhecido como Gold Code) e DP(t)
¢ o dado de navegacio.

O processo de aquisi¢do consiste basicamente em realizar a
correlagdo circular entre o dado que € recebido do satélite
e um conjunto de cddigos PRN conhecidos, determinando
qual satélite enviou a mensagem, o desvio de frequéncia
observado devido a movimentagdo relativa entre o transmissor
e o receptor e o deslocamento em chips do cdédigo recebido.
Essas informacde sdo usadas para se obter a distancia relativa
entre um receptor e um conjunto de satélites visiveis e, por
processo de trilateracdo, estimar a posi¢do do receptor.

Neste trabalho utilizou-se sinais simulados para representar
os dados dos satélites. A Fig. 3 apresenta o diagrama em
blocos do processo de aquisicio. Como pode-se observar,
vérias FFTs sdo empregadas para calcular a correlagdo circular
entre os dados recebidos e os cddigos PRN gerados.

Gerador de Cédigo
PRN

Conjugado

[ Maxima
_~._Correlagao |

Doppler Shift: * 5KHz
Passo de busca: 500Hz

Doppler Shift

Fig. 3 - Processo de Aquisi¢do do Sinal GPS

B. Processamento de dados brutos SAR

O SAR é um radar imageador que atua na regido de micro-
ondas do espectro eletromagnético e sintetiza uma antena de
grande dimensdo [12].

O sinal transmitido por um SAR é um chirp modulado
linearmente em frequéncia [3] , cuja envoltéria complexa é
representada por (9).
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s(t) = Arect [7{] eimvnt?) )

P
em que A é a amplitude do sinal, yg € o chirp rate ou a
variag@o instatinea de frequéncia do sinal emitido, 7T}, é a
durag@o do pulso transmitido e rect [TLJ ¢ a fungdo retangular
de amplitude unitaria.

O sinal recebido pelo radar é chamado de raw data, ou
seja, € um dado sem foco e sem compressdo. Portanto, o
objetivo do processamento desse sinal é gerar uma imagem
focada que possa ser usada em processamentos posteriores de
classificacdo, por exemplo.

Um dos algoritmos mais conhecidos e simples para essa
finalidade é o Processador Narrow Focus, cujo processamento
consiste em aplicar a FFT com o objetivo de comprimir os
dados em range e azimute. A Fig. 4 mostra o diagrama
simplificado deste processador.

Parametros SAR
Sinal Transmitido
FFT em Range

FFT em Azimute
IFFT em Range
IFFT em Azimute

[ Imagem Processada ]

Fig. 4 - Diagrama do do processador Narrow Focus

Os dados utilizados como raw data neste trabalho é uma
cena obtida pelo satélite ERS (European Remote Sensing),
que pertencem a ESA (European Space Agency), e foram
disponibilizadas pelo Centro Aeroespacial Alemdo (DLR). O
raw rata e os parametros do sensor estdo diponiveis em [13].

IV. RESULTADOS

Embora o objetivo principal do trabalho seja comparar a
performance dos algoritmos FFT Radix-2 com decimagdo em
tempo e o Spli-Radix-2/4, nas subsegdes a seguir também sio
mostrados os resultados dos processadores relativos a cada tipo
de dado exemplificado neste trabalho.

Como os testes realizados visaram a comparacdode de-
sempenho entre os algoritmos FFT é importante fornecer
informagdes sobre a maquina utilizada, a qual possui proces-
sador Intel(R) Core(TM) i7, com velocidade de 2.40GHz e
sistema operacional Windows 10 (64 bits). E a linguagem de
programacao utilizada foi o C'#.

A. Agquisicdo do Sinal GPS

Como citado na secdo III, o objetivo da aquisicdo do sinal
GPS ¢é determinar quais satélites estdo visiveis, para isso é
realizada a correlacdo entre um sinal conhecido e o sinal
recebido. O resultado da correlacdo € um pico que indica a
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magnitude, o desvio da frequéncia Doppler e o atraso dos
chips.

Na Fig. 5 ¢ mostrado o resultado da aquisi¢do de um sinal
GPS em que houve autocorrelagdo e seu deslocamento de
chips e frequéncia.

nnnnn

Deslocamento da Frequéncia
(kHz)

Deslocamento do “Chip”

Fig. 5 - Autocorrelagdo do sinal GPS

Para esses dados, fez-se a comparacdo entre o algoritmo
radix-2 complexo (criou-se uma sequéncia complexa em que
as componentes reais sdo os dados do sinal GPS e as
imaginarias sdo preenchidas com zeros), radix-2 real e o split-
radix-2/4 real.

Na Fig. 6 é mostrada a comparagdo de tempo, em mi-
lissegundos, entre os algoritmos citados. A média de ganho
de tempo do radix-2 real sobre o radix-2 complexo foi de
aproximadamente 55% e do split-radix-2/4 real sobre o radix-
2 complexo foi de aproximadamente 59%.

B000

Radix-2: complexo
Radix-2: real :
— Split-Radixz-204: raal [

5000 H

000 v e

ms)

Termpo

2000 -

i) 1 | i
15 18 17 18 19 20
Amaostras (log(M))

Fig. 6 - Comparagdo entre os algoritmos FFT

Para testar do algoritmo de aquisi¢do completo é necessdrio
realizar a correlacdo dos sinais de 32 satélites. Neste trabalho,
utilizou-se 50 bits de dados e 8MHz de frequéncia de amostra-
gem. Com essa configuracio, de cada satélite é aquisicionado
um volume de dados de aproximadamente 1.074.150 amostras.
Usando o radix-2 complexo para essa quantidade de amostras
multiplicada pela quatidade de satélite, o tempo de execucao
ficou em torno de 15 minutos, e com o split-radix-2/4 o tempo
caiu para aproximadamente de 2 minutos.
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B. Processamento de dados brutos SAR

Neste trabalho utilizou-se o algoritmo Narrow Focus para
processar o raw data, que possui 2048x2048 amostras. Na Fig.
7 é mostrado o Raw Data e na Fig. 8 é mostrada a imagem
processada.

Fig. 7 - Raw Data - Imagem sem foco

Fig. 8 - Imagem processada

E importante lembrar que como estamos trabalhando com
imagens, a FFT é bidimensional. No entanto para o teste de
desempenho de dados complexos utilizou-se os algoritmos
FFT de maneira unidimensional.

Na Fig. 9 € mostrada as comparacdes de tempo entre
os algoritmos radix-2 e split-radix-2/4, ambos complexos.
Assim como para dados reais, o uso do split-radix-2/4 no
processamento de imagens SAR leva a ganho significativo
em tempo de processamento, especialmente em situagdes em
que o nimero de amostras é grande. A média de ganho de
tempo do radix-2 real sobre o split-radix-2/4 complexo foi de
aproximadamente 43%.

Dessa forma, um algoritmo do tipo Narrow Focus utilizando
o split-radix-2/4 pode permitir o processamento de maior
quantidade de imagens em menor tempo, ou ainda permitir
que os radares SAR tenham o nicleo de processamento
simplificado com reducdo de consumo energético, dimensao
€ massa.

V. CONCLUSOES

Neste trabalho abordou-se o calculo de DFT através de
estruras diferentes do tradicional radix-2 complexo. Especi-
ficamente, empregou-se a decomposicao mista chamada split-
radix-2/4. Essa estrutura otimizada foi empregada no célculo
da DFT de dois importantes processos relacionados a vdérias
areas tecnoldgicas: processamento GPS e processamento SAR.

No caso do processamento GPS, a utilizacdo do split-radix-
2/4 foi somada a simplicacdes decorrente da propriedade de
simetria do sinal no dominio da frequéncia quando o sinal no
dominio do tempo € real. Nas duas aplicacdes, foi constatado
ganho de tempo superior a 40%. No caso da aquisi¢dio GPS o
ganho em tempo de processamento foi maior que 55% devido
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Radix-2: complexo
— Split-Radix-2/4: complexo
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Fig. 9 - Comparagdo entre os algoritmos FFT

as simplificacdes decorrentes da utilizacdo de apenas dados
reais.

A utilizagdo da decomposicdo split-radix-2/4 permite
simplificacdes de hardware e de software em diversas
aplicacdes criticas, levando a economia energética e a
diminui¢do de massa dos equipamentos. Esse tipo de economia
pode ser determinante na aplicacdo de processos complexos
em sistemas embarcados, por exemplo. Como continuidade
natural deste trabalho destaca-se a implementacdo e andlise
de desempenho da FFT com decomposicdo split-radix-2/4 em
processadores DSP e em dispositivos FPGA, além da andlise
da influéncia da quantatizacdo dos coeficientes em processos
que operam em ponto-fixo.
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